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244 P.-P. GRIVEL

Le théoreme résulte alors du fait que les membres de droite des égalités
(4.6.1) et (4.6.2) sont isomorphes en vertu de la proposition 4.4.

4.7. Appliquons le théoréme 4.6 au cas ou &/ = f !(93'). Comme les
foncteurs f, et # o sont exacts gauche, en appliquant le foncteur coho-
mologique H°, puis en prenant les sections globales, on obtient un iso-
morphisme

Hom o (Rf1(f (% ): B") = Hompe( (B ); f1(#)).

L’image de 1f'

!z PAT cet isomorphisme permet donc de définir une fleche
d’adjonction

Rflof!“’li)b()/)-

APPENDICE A:

LES MODULES PLATS SUR UN ANNEAU NOETHERIEN

A.l1. Soit R un anneau commutatif unitaire et soit E un R-module. On sait
que le foncteur —®E est toujours exact a droite. On dit alors que E est
un module plat si ce foncteur est aussi exact a gauche. Cette condition est
équivalente au fait que pour tout R-module M et M’ et pour tout homo-
morphisme injectif u: M' — M, '’homomorphisme u®l;: M'QFE - MQE
est encore injectif ([Bo2], chap. I, § 2, prop. 1).

A.2. Soit a un idéal de R. L’inclusion j: a — R induit un homomorphisme
j:a®E — E obtenu en composant I’homomorphisme j®1, avec I'isomor-
phisme canonique R®E = E. On a alors le résultat suivant ([Bo2], chap. I,
§ 2, N° 3, remarque 1).

LEMME. Pour que E soit un R-module plat il faut et il suffit que,
pour tout idéal a de R de type fini, Phomomorphisme j:a®E — E
soit injectif.

A3. LeMME. Soit E un R-module de présentation finie et soit {F}i
une famille de R-modules. Alors 'homomorphisme canonique

o EQ(]F;) » [[(EQF))

iel iel

est un isomorphisme.
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Démonstration. Soit L, - L, - E — 0 une présentation de E, dans

laquelle les R-modules L, et L, sont libres de type fini. Considérons le

diagramme commutatif

Le(lF) > [IL®F)

¢ | Lo
Lo ® (] F) 2 [1(Lo®F)
Vol Lo
E@([F) = [IESF)
! l
0 0

dans lequel les fleches verticales sont induites par ¢ et | et les fleches
horizontales sont les homomorphismes canoniques. Comme le foncteur
produit tensoriel est exact a droite et le foncteur produit est exact, les
colonnes de ce diagramme sont exactes. Les homomorphismes o, et o,
sont des isomorphismes d’apres ([Bol], chap. 2, §3, corollaire 3 de la
proposition 7). Il en résulte que ¢ est un isomorphisme.

A4. PROPOSITION. Si {F;},.; est une famille de R-modules plats sur un
anneau noethérien R, alors le R-module []F, est plat.
iel
Démonstration. Soit a un ideal de R de type fini; comme R est noethérien,

le R-module a est de présentation finie ([Bo2], chap. 1, §2, lemme 3).
Considérons le diagramme commutatif

-~

a@([[F) & IIF

iel iel
/
c | J

H(Q®Fi)

iel
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ol o est un isomorphisme d’aprés le lemme A3 et j/ = 1 ji est injectif
iel

d’aprés I’hypothése et le lemme A.2. Il en résulte que j est injectif et par

suite le lemme A.2 montre que le module [ | F; est plat.

iel

APPENDICE B:

LE FONCTEUR D
B.1. Reprenons les hypotheses du N° 2.1 mais supposons que Y est un
point. Alors fy = I'(X;—), X est un espace localement compact de
c-dimension finie et 2 est un faisceau c-mou et plat ([Gr] 2.5.1 et 2.9.1).
D’apres la proposition 1.4, pour tout faisceau &/ sur X, le faisceau
o QA est c-mou.

Soit encore N un R-module.
B.2. On définit un foncteur contravariant
D(—): Sh(X)° — Sh(X)
en posant
D(et) = flg4(N).

Plus précisément D(</) est le faisceau défini en posant

D(«/) (U) = Hom(['((«/ ®H)y); N)

pour tout U € Ouv(X) et

py,v = Hom(ry y; 1y)

pour tout U’, U € Ouv(X) tels que U’ <= U.

B.3. Dans ([Bo], V, §7) le théoreme de dualité est démontré, d’une fagon
un peu indirecte, a I'aide du foncteur D. On notera que la propriété fonda-
mentale suivante du foncteur D est une conséquence facile de la proposition
3.10 si on remarque que D(Ry)y = D(Ry) = f, (N).

B.4. THEOREME (A. Borel). Il existe un isomorphisme de foncteurs

w:D(—) = Hom{— ; D(Ry))

g



	Appendice A: Les modules plats sur un anneau noethérien

