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GROUPE DE BRAUER
DES CORPS DE FRACTIONS RATIONNELLES

À COEFFICIENTS COMPLEXES

par Philippe A. J. Steiner

Introduction

Le but de cet article est de calculer le groupe de Brauer des corps de

fractions rationnelles à coefficients complexes C(U,tn). Dès que n est

supérieur ou égal à 2, ce groupe est non nul et il se décompose en une

somme directe non dénombrable de groupes %(K) associés à des corps de

fonctions complexes K. Plus précisément, on a une formule de récurrence

Br(C^,O) ~ Br(C{t,,*„_,)) © {®f %(Kf)}

où / parcourt l'ensemble des polynômes unitaires irréductibles à coefficients
dans C(tj,et où Kf est l'extension de C(tj,2) obtenue en
adjoignant une racine de /.

Chaque groupe %(K) est calculé à l'aide d'un modèle géométrique de K,
c'est-à-dire à l'aide d'une variété algébrique lisse X ayant K pour corps des

fonctions. On obtient la suite exacte

0 -» H\X,Q/Z)-» x(K) - Div(JQ ®zQ/Z ^ H2(X, Q/Z),

qui exprime %(K) en terme du groupe Div(À') des diviseurs de X et de la
cohomologie H'(X, Q/Z) de X muni de la topologie transcendante et où
i'homomorphisme c est induit par la première classe de Chern.

On montrera ensuite comment (une fois un modèle de fixé) on
peut construire des algèbres simples centrales sur t„) à partir
d'éléments de Div(Jf) et de HHX, Q/Z), puis qu'il existe un modèle X pour
lequel H\X, Q/Z) est divisible. Soit Xf un tel modèle de Kf et notons
Div0(Xf) son groupe des diviseurs dont la première classe de Chern est
nulle. On obtient une formule

Br^tj,.., O) ~ ©f{H\Xf, Q/Z) © DivoOfj.) ®zQ/Z},
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où / parcourt l'ensemble des polynômes unitaires irréductibles à coefficients
dans C(tx,..., tt) pour 1 ^ i < n. On établit enfin que Br(C(^,tn)) est

divisible et que, pour n ^ 2, sa classe d'isomorphie est indépendante de n.

Les deux premiers paragraphes sont consacrés aux rappels du théorème

d'Auslander-Brumer-Faddeev (qui fournit la décomposition de Br(C(f!tn))
en somme directe) et de la normalisation en géométrie algébrique. Dans les

paragraphes 3 et 4, on dérive la suite exacte qui détermine le groupe %(K).

On en tire au paragraphe 5 un procédé pour construire « explicitement »

des algèbres simples, puis on termine en établissant au paragraphe 6 la
formule finale pour Br(C(ti,..., tn)) et en montrant que ce groupe est

divisible.
Je tiens à remercier toutes les personnes qui m'ont aidé à accomplir ce

travail, notamment M. Kervaire qui m'en a suggéré le thème.

§ 1. Théorème d'Auslander-Brumer-Faddeev

Ce théorème calcule la structure du groupe de Brauer d'un corps de

fractions rationnelles à une variable sur un corps quelconque. En se

restreignant à la caractéristique zéro pour simplifier, on va rappeler (d'après [7])
comment il découle d'un résultat classique de Tsen.

Si K est un corps, on notera K' son groupe multiplicatif, K)
l'ensemble des polynômes en T unitaires irréductibles à coefficients dans K et

si / g ^(K), Kf sera l'extension K[T~\/(f(T)) de K. Si K est une clôture

algébrique de K, on considérera le groupe %k(K) des homomorphismes
Gal(K/K) - Q/Z d'ordre fini (le groupe des homomorphismes continus pour
les topologies discrète de Q/Z et naturelle de Gal(K/K)). Comme Q/Z est

abélien, si K est une autre clôture algébrique de K, %^{K) est canoniquement
isomorphe à x^(^) et sera not^ simplement %(K).

Théorème 1.1 (Auslander-Brumer [1], Faddeev [6]). Soit K un corps
de caractéristique zéro. On a un isomorphisme naturel

Br(K(t)) Br(K) © {®fenK)%(Kf)}

Démonstration. Tout repose sur l'interprétation du groupe de Brauer

comme groupe de cohomologie galoisienne. Pour cette interprétation, ainsi

que pour la notion de produit croisé, on pourra se reporter à [14].

1) Construction de /'isomorphisme : Fixons une clôture algébrique K de K.
Par le théorème de Tsen [14, Chap. 19, § 4], Br(K(tj) 0 et donc
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(1) Br(K(t)) Br(K(t)/K(t)) * H2(G, K(t)'),

où G : Gai(K(t)/K(t)) s'identifie à Gal(K/K).
Si l'on écrit additivement le groupe K(t)', la factorisation des fractions

rationnelles s'exprime comme K(t)' K* © {©çexZ(£ — £)}• On peut en

déduire une décomposition de K(t) ' comme G-module. En effet, l'orbite par G

de £, e K étant l'ensemble des racines du polynôme minimal de £ sur K, on a

(2) K(tY K' ® {®fenK)0(^f)}

où g K est une racine de / et 0(^f) le ZG-module engendré par t — ^f.
En substituant (2) dans (1) et en utilisant H2(G, K') ~ Br(K), on obtient

(3) Br(K(tj) Br(X) © {©/enK)H2(G, 0&f))}

Le choix de la racine de / fournit un plongement de Kf dans K,
de sorte que le stabilisateur de \f est Gf : Ga\(K/Kf) et que 0(^f) est

isomorphe au G-module Z[G/Gj] sur les classes à gauche de G modulo Gf.
Considérons le Gj-module trivial Z. On peut munir HomG/(ZG, Z) d'une
structure de G-module par (g • (p) (x) cp(xg) pour cp e HomG/(ZG, Z), g e G
et x g ZG.

Comme l'indice de G; dans G est fini (égal à [Kf : K]), on a un iso-
morphisme de G-modules

Z[G/Gy] HomG/(ZG, Z)

Yßcc

où geG/Gfest la classe de g e G. En utilisant le lemme de Shapiro
[19, n° 3-7-14], on en déduit

(4) H2(G, O(^)) ~ H2(G, HomG/(ZG, Z)) ~ H\Gf, Z).
La suite exacte 0 — Z — Q —» Q/Z —+ 0 de G^-modules triviaux/fournit

une suite exacte en cohomologie

H\Gf,Q)-, H1(Gf,Q/Z)i Z) -, H2(Gf, Q),

où ô est un isomorphisms puisque H\Gf,Q) 0, Q étant Grinjectif. On
vérifie enfin que H1(Gf,Q/Z) ä x(Kf), d'oùH2Oft,))x(Kf). Cela fournit
avec (3) l'isomorphisme voulu.

2) Naturalité de l'isomorphisme : On montre que cet isomorphisme ne dépend
pas du choix de la racine t,f Kdu polynôme / e âP(K).
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Fixons / e gP(K) et choisissons t>l, t>2e K deux racines de /. Notons
Kl9 K2 les plongements de Kf dans K et Gx GaliK/KJ, G2 Gal(K/K2)
les stabilisateurs correspondants. Si g e G est tel que £2 täi (d'où K2

gK1 et G2 gG^'1), il induit un isomorphisme a: %(Ki) ^ %(X2) par
a((p) (x) cp(g~1xg). Il faut montrer que les éléments de Br(K(t))
correspondant à cp e x(^i) et a(<P) G %(K2) sont les mêmes.

On vérifie facilement que a induit un isomorphisme ß:f/2(G1? Z)
H2(G2, Z) donné sur un cocycle c par ß(c) (x, y) c(g~1xg, g'^^yg). Pour

i 1, 2, notons jt: Z c» O(^), j£ 1) t — ^ et /q: O(^) c» K(0* l'inclusion.
L'isomorphisme de (4) s'exprime à l'aide de la corestriction comme cor o y\* et

s'insère dans le diagramme commutatif

H2(Gi,Z)c? H2(Gi, O(y) "r H2(G, 0&))

P ki* /q*

i/2(Gi5K(t)-p/f2(G, K(t)m)

décrivant le plongement de H2(GI-, Z) dans //2(G, K(t) '

Pour montrer que ß devient l'identité dans H2(G, on peut définir

y: f/^Gi, H2(G2, K(t)*), qui prolonge ß, par

y(c) (x, y) g-c(g~ lxg, g " V#)

et vérifier la commutativité du carré

H2(Gl9K(tY) H2{G,K(tY)

y I II

H2(G2,K(ty)H2(G, £(t)').

Grâce à la définition de la cohomologie galoisienne, on se ramène à une

extension galoisienne finie de K contenant K1 et K2. Le carré correspondant
commute alors en vertu de la compatibilité de la corestriction avec la

conjugaison [19, prop. 2-4-5] et du fait qu'un automorphisme intérieur est

trivial en cohomologie [19, cor. 2-3-2].

Remarque 1.2. Il est facile d'expliciter l'isomorphisme du théorème 1.1

i • Br(X) © {®/e#(jo l(Kf)} - Br(K(t)).

En effet, si [A] s Br(K), clairement i([A]) [A (g) KK(t)] e Br(K(t)) et si

/ e 0>(K), cp e x(Kf), on peut également construire une algèbre simple repré-
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sentant i(cp) e Br(K(t)). Choisissons une racine s de et considérons

le corps fixe L de Kpar Kercp qui est une extension cyclique de Kf.
Si m est son degré, notons 0 le générateur de G'f:= Ga tel que

cp(0) 1 /mdans Q/Z.
L'image de cp dans H2{G'f, Ut)') H2(Gf, K(tf) est représentée par le

cocycle

Ît - t,f si + >
(0

1 si i + j < m

Il lui correspond dans Br(L(t)/Kj{t)) c B^K/t)) la classe du produit croisé

cyclique A : (L(t)/Kj{t), 0, t — £>f). On a alors i(cp) cor([A]), où cor:

Br{Kj{tj) - Br(K(tj) est la corestriction.

Mentionnons qu'il existe des formules explicites pour calculer la

corestriction d'une algèbre simple [16], si bien que i(cp) peut être exprimé

explicitement.

Conséquence: Le théorème 1.1 donne une méthode pour calculer le

groupe de Brauer des corps de fractions rationnelles à coefficients complexes.

Sachant que Br(C) 0 et Br(C(0) 0 (par le théorème de Tsen), on peut

faire une récurrence sur n :

(5) Br(C(t1,..., £„+i)) Br(C(t!,..., £„)) © {©/e^>(c(fi,fn»x(^(^i **** O/)} •

Tout le problème est de calculer les groupes %(K) pour les corps de fonctions

complexes à n variables K. On va d'abord faire un rappel de géométrie

algébrique.

§ 2. La normalisation

Dans tout ce paragraphe, on ne fait que rappeler une construction très

standard de géométrie algébrique: la normalisation, car elle joue un rôle
essentiel dans la démonstration du théorème 3.1.

Toutes les variétés considérées dans ce paragraphe seront algébriques
irréductibles (réduites) et le corps de base k algébriquement clos. On notera
k(X) le corps des fonctions rationnelles sur une variété X, qui est égal au

corps des fractions de l'anneau /c[I7] des fonctions régulières sur U, pour
tout ouvert affine U de X.
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Rappelons qu'un morphisme p : Y -> X entre deux variétés est dit fini
s'il satisfait les conditions équivalentes (voir [12, Chap. III, § 1, prop. 5])

(i) Pour tout ouvert affine U de X, p_1(L) est affine et l'application
p* : k\U~\ - k[p-1(*7)] induite par p fait de fc[p-1(L0] un module de type
fini sur k\U~\.

(ii) Il existe un recouvrement affine {Cjig/ de X tel que pour tout iel,
p-1^) est affine et p* fait de fc[p~1(t/i)] un module de type fini
sur

Rappelons aussi qu'une variété Y est dite normale si pour tout ouvert
affine V de Y, l'anneau /c[F] est intégralement clos. On utilisera qu'une
variété lisse est normale.

Théorème 2.1. Soit X une variété et L une extension finie de k(X).
Alors il existe une variété normale Y et un morphisme fini v: Y - X
tels que k(Y) est isomorphe à L (notons x: k(Y) L) et que x ° v*
est rinclusion donnée de k(X) dans L. De plus, si (Y, v) et (Y', V)
satisfont ces conditions, alors il existe un isomorphisme <j:Y^>Y' tel que
v' ° a v.

Définition: La paire (Y, v) du théorème est appelée la normalisation de X
dans L.

Démonstration du théorème 2.1.

1) Unicité: Soit (Y, v) une normalisation de X dans L. Si U a X est un
ouvert affine, comme v est fini, V := v-1(I7) est affine et k[y~\ est entier

sur k£Ul Comme /c[L] est aussi intégralement clos par normalité de Y,

c'est la clôture intégrale de /c[l/] dans k(Y).

Soit (Y', v') une autre normalisation de X dans L et soit x:k(Yf)
-> k(Y) un isomorphisme qui est l'identité sur k(X). Soit {Ui}ieI un
recouvrement affine de X. Pour iel, notons Vt v-1^) et V\ v'-1^).
Comme k[_V(\ et k[_V'[\ sont les clôtures intégrales de k[U(\ dans k(Y) et

k(Y'), x(/c[L-]) k[V(\ et x induit un isomorphisme af: Vt -* V\.
On montre que ces isomorphismes ct£ sont compatibles. Soient i, j e I.

Comme l'intersection de deux ouverts affines est affine [12, Chap. II, § 6,

prop. 6Jj V i n V j est affine et les restrictions de et CTj de VinVj
dans V\ n V) coïncident, car elles sont toutes deux induites par la
restriction de x à k\y \ n V'f\. Donc les isomorphismes af sont compatibles
et ils définissent ct : Y ^ Y'. Par construction, v' ° ct v.



GROUPE DE BRAUER DES CORPS DE FRACTIONS RATIONNELLES 121

2) Existence: Soit {Ui}ieI un recouvrement affine fini de X. Pour i e I,
notons Bt la clôture intégrale de /c[£/J dans L. Comme k\_U[\ est une

algèbre de type fini sur k, Bt est un module de type fini sur k^UJ
(voir [21, Chap. V, §4, th. 9]) et une algèbre de type fini sur k. Notons
Vi Specm(Bi) et vf: Vt -> Ut le morphisme fini défini par l'inclusion k\_U[\

czb, km
Montrons qu'on peut recoller les Vt pour construire la normalisation.

Soient ij e I. Comme : v î 1{UiC\Uj) est normal et vf |

Vij fini (ce sont
des propriétés locales), la paire (Vij9 vf \ v est une normalisation de t/£ n Uj
dans L. Il en est de même de (VjifVj\Vjifi donc par unicité de la
normalisation, ces paires sont isomorphes. On peut ainsi recoller les Vt en une

prévariété 7 et définir v : Y -> X coïncidant avec vt sur chaque Vi.

Pour que Y soit une variété, il faut que la diagonale soit fermée dans

Y x Y, ce qu'on va vérifier sur le recouvrement {Vt x VJ)UjeI. Pour tout
i, j e /, la diagonale À de Vt x Vj est irréductible, car isomorphe à Vt n Vj.
Comme X est une variété, la diagonale ô de x Uj est fermée et donc

(vfx vJ-)~1(5) est un fermé de Vt x Vj contenant A. On montre que A en est

en fait une composante irréductible.
En effet, si £ Ä est la composante irréductible de (vf x v</)~1(8) qui

contient A, on a le diagramme commutatif

VtnVj iï
VI - i Vi X Vj

UtnUj-iS
où D et d sont les isomorphismes sur les diagonales. Comme (vf x v,) ° D

d o v est fini, D est fini et l'image de D est L, car tout morphisme fini
dominant est surjectif [18, Chap. I, th. 5.4]. On a donc A Z Ä.

Proposition 2.2. Soient p un automorphisme d'une variété X et
(7, v) la normalisation de X dans une extension finie de k{X). Alors
l application e: a i—> a* est une bijection entre l'ensemble des automorphismes
de Y projetés sur p par v et celui des automorphismes de k(Y) dont
la restriction à k(X) est p*.

Démonstration-

1) Injectivité de e: Soient a, xeAut(y) tels que a* x* et soit y e Y.
On a forcément a(y) x(y). En effet, si a(y) ^ x(y), on peut trouver un
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ouvert affine V de Y les contenant — en prenant l'image réciproque par v
d'un ouvert affine de X contenant v(cr(y)) v(x(y)) — ainsi qu'une fonction
Xe k[V] cz k(Y) telle que U,<j(y)) ^ ^(t(.y)), ce qui contredit a* x*.

2) Surjectivité de s: Soit x g Aut(k(Y)) tel que x |

k(X) p*. On procède comme
dans la démonstration du théorème 2.1 (unicité) pour construire a g Aut(7)
tel que a* x.

Soit {Ui}ieI un recouvrement affine de X tel que p(£/f) Ur{i). Pour

iel, notons Vt v-1^). Comme k[V[\ est la clôture intégrale de /c[CJ
dans k(Y) et que x|fc[l/f] p*, on a x(/c[l^(i)]) k[VJ et x induit un

isomorphisme Ti -»• vr(i)- Ces morphismes sont compatibles, car pour tout
U j e /, les restrictions de et à ^ n Vj sont induites par x. On peut
donc définir CTGAut(y) coïncidant avec sur Vt pour tout iel. Par
construction, a est projeté sur p par v et a* x.

Etant donné un morphisme p: Y - X, on notera Aut^lg(7) le groupe des

automorphismes de Y se projetant sur l'identité de X par p et si L/K
est une extension de corps, Aut(L/K) sera le groupe des automorphismes de L
qui sont l'identité sur K.

On déduit immédiatement de la proposition 2.2

Corollaire 2.3. Soit (Y, v) la normalisation d'une variété X dans une

extension finie de k(X). Alors cri—(a*)-1 est un isomorphisme de

Aut|lg(Y) sur Aut(k(Y)/k(X)).

Corollaire 2.4. Soit X une variété et soient L'/L/K des extensions

galoisiennes finies de K : k(X). Si (Y, v) et (Y', p) sont les

normalisations de X dans L et de Y dans L', alors (Y', vop) est la
normalisation de X dans L' et on a le diagramme commutatif

1 -> Gal(L'/L) -> Gai(L/K) - Gal(L/K) - 1

«i
1 -+ Aut^lg(r)-> Aut|Ig(r) ^ Aut |lg(Y) - 1

où les isomorphismes verticaux sont ceux du corollaire 2.3 et où p+ est la

projection sur Y des automorphismes deY
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§ 3. Calcul de %{K)

Soit K un corps de fonctions complexes et soit K une clôture algébrique
de K. On choisit une variété algébrique lisse X avec corps des fonctions

C(X) ~ K. On veut exprimer %(K) Homc(Gal(K/K), Q/Z) en terme d'invariants

de X.
Dans ce qui suit les variétés algébriques complexes, naturellement munies

de la topologie de .Zariski, seront parfois considérées d'un point de vue

analytique et munies de la topologie transcendante; notamment lorsque l'on
parlera de leur homologie ou cohomologie. (Sauf indication contraire ces

dernières seront à coefficients entiers.) On utilisera que l'on peut trianguler les

variétés algébriques complexes [10].
Notons V(X) l'ensemble des sous-variétés algébriques fermées pures de

codimension (complexe) 1 de X, que l'on ordonne par l'inclusion. Si D e
le groupe Hi(X — D, Q/Z) s'identifie au groupe Hom(f/1(Z — D), Q/Z), et si

Dl9 D2 g i^(X), avec Dx a £>2, l'inclusion j: X — D2 X — D1 induit un
homomorphisme j* : Hi(X — D1, Q/Z) -» H1(X — D2, Q/Z) qui est injectif.
(En effet, le complément de X — D2 dans X — étant une sous-variété de

codimension réelle 2, j induit une surjection du groupe fondamental de

X — D2 sur celui de X — Dl9 et donc de H^X — D^ sur H^X — DJ.)
L'ensemble {H1(X — D, Q/Z)}De r(X) forme avec ces homomorphismes un
système inductif.

On peut maintenant énoncer un premier résultat sur x(*0-

Théorème 3.1. Soit K un corps de fonctions complexes et soit X une
variété algébrique lisse avec C(X) ~ K. On a un isomorphisme

X(K) - lim Denx)H\X-D9 Q/Z)

qui ne dépend que du choix de Fisomorphisme C(2T) ~ K.

Préliminaires à la démonstration. Soient X une variété algébrique complexe
lisse et L une extension finie de K : C(X). Notons (Y, v) la normalisation
de X dans L. On dira qu'une sous-variété fermée A de X contient la
ramification de v si — pour la topologie transcendante — v est un
revêtement non ramifié à [L: K] feuillets au-dessus de W : X - A et on notera
Aut£p(Z) ou Aut^Z) le groupe des automorphismes de ce revêtement, où
on a posé Z Y — v 1(A). D'après [18, Chap. II, n° 5.3], on peut trouver
une variété A g i/"{X) contenant la ramification de v. (En fait, par le théorème
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de pureté de Zariski [20], si la variété de ramification est non vide, elle est

pure de codimension 1.)

On a vu au corollaire 2.3 que Aut(L/K) ~ Aut^lg(7). Ces groupes sont
reliés au groupe Aut£p(Z) de la manière suivante:

Lemme 3.2. Soient (Y, v) la normalisation d'une variété lisse X dans

une extension finie L de K: C{X) et À e i^(X) une sous-variété

contenant la ramification de v. Posons W X — A et Z Y — v-1(A).

(i) La restriction des automorphismes à Z est une injection Aut^8(T)
c* AutgP(Z).

(ii) Si l'extension L/K est galoisienne, cette injection est un isomorphisme

et le revêtement v : Z W est galoisien.

(iii) Si l'extension L/K est abélienne, on a un isomorphisme canonique
Gai(L/K) Aut£p(Z) donné par (ii) et le corollaire 2.3.

Démonstration.

(i) Evident.

(ii) On compare les ordres de ces groupes finis : | Aut £P(Z) I est inférieur

ou égal au nombre de feuillets du revêtement qui est [L: K]. Comme
d'autre part [L: K] | Gal{L/K) \ | Aut^lg(7) | ^ | Aut£p(Z) |, on a

égalité et le revêtement v est galoisien.

(iii) Si l'on choisit deux K-isomorphismes C(7) ~ L, les applications induites

Gal(L/K) ~ Aut^p(Z) diffèrent par un automorphisme intérieur.

On rappelle encore un théorème plus profond dont on aura besoin

(voir [8, App. B, th. 3.2; 15, th. 5.1 ; 17]).

Théorème d'existence de Riemann généralisé. Soit W une variété

algébrique complexe normale et soit p: Z - W un revêtement non ramifié fini
pour la topologie transcendante. Alors on peut munir Z d'une structure de

variété algébrique normale de sorte que p soit un morphisme algébrique fini.

Démonstration du théorème 3.1. On fixe un isomorphisme permettant
d'identifier C(X) à K.

1) Construction de l'isomorphisme : On veut définir une application

D e -T(X) H1(X — D, Q/Z).

Soit cp e %(K) un homomorphisme de Gal dans Q/Z d'ordre fini m.
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Notons (y, v) la normalisation de X dans L : K Ker 9 et également cp : Gal(L/K)

c> Q/Z l'homomorphisme induit par cp. Soit À g ir(X) contenant la

ramification de v et posons W — X — A, Z Y — v 1(À). Comme L/K est

une extension abélienne (cyclique de degré m), par le lemme 3.2, le

revêtement v : Z - W est galoisien et on a l'identification Aut^(Z) Gal(L/K).
Comme let 7, W X- AqîZ=Y - v_1(A) sont algébriquement

irréductibles et donc connexes pour la topologie transcendante [18, Chap. VII,
§2]. La suite exacte usuelle

(6) 1 - k1(Z) ^ n^W) -> Aut^(Z) - 0

donne une suite exacte en homologie

(7) HX(Z) "S HX(W) -> Aut^(Z) -, 0

Avec l'identification Aut^(Z) Gal(L/X) du lemme 3.2, on obtient une sur-

jection naturelle

(8) niH^Wj^GaliL/K).
En notant k* : Hom(Gal(L/K), Q/Z) - Hom(H1(IL), Q/Z) l'application duale,

on peut considérer 7i*(cp) g Hom(HQ/Z) H1(W, Q/Z) et définir F(cp)

comme son image dans lim D e r(X)H\X-D, Q/Z).

Il faut vérifier que F(cp) est indépendant du choix de À. Soit donc
A' g ïr(X) une autre sous-variété de X contenant la ramification de v.

Quitte à remplacer A' par A' u A, on peut supposer A c= A'. On définit
comme plus haut W' X — A' et n' : H^W') -» Gal(L/K). Par fonctorialité
de la suite exacte (6) [4, p. 12], le carré

H^W') X Gai(L/K)

Il

H^W) X Gal(L/K)

est commutatif. Ceci montre que 7t'*(tp) et 7t*(cp) ont la même image dans
lim Denx)H\X-D,Q/Z).

Remarque. On obtient le même élément F(cp) si on fait cette construction
à partir de n'importe quelle extension abélienne finie L' de K contenant
L KK

En effet, si Y', p) est la normalisation de Y dans L' et si v' v ° p,
alors Y',v')est la normalisation de X dans L'. Quitte à agrandir A, on
peut supposer qu'il contient également la ramification de v' et définir
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Z' Y' — V *(A). La compatibilité évidente entre la suite exacte (7) et celle

correspondant à V s'exprime par le diagramme commutatif

/

Hi{Z') 3 H^W)-AuMZ')

H* i II I H*

am -+H^W)-Aut

où l'on vérifie que l'application de droite est la projection sur Z des

automorphismes de Z'.
En utilisant le corollaire 2.4, on en déduit la commutativité du carré

Ht(W) ^ Gal(L'/K)

Il i
H^W) A Gal(L/K),

d'où 7t' *(cp) 7C*(cp).

2) F est un homomorphisme : Soient cp1,cp2eX(^)- Notons (p3 cpx + cp2

et considérons le corps fixe L de K par Kercpi n Kercp2, qui est une
extension abélienne finie de K contenant les corps fixes de K par Kercp1?

Kercp2 et Kercp3. Par la remarque qui précède, on peut calculer les images

par F de «pq, cp2 et cp3 en utilisant l'extension L/K. On construit donc à

partir de L la variété W et l'homomorphisme ii: H^W) -» Gal(L/K) de (8).

Dans Hom(Gal(L/lC), Q/Z), on a toujours que cp3 cpi + cp2, puisque
l'inclusion L c K induit une injection Hom(Gal(L/K), Q/Z) c» %(K). Ainsi
n*(<p3) TC*(cpi) + 7u*((p2) dans H1(W, Q/Z) et F(cp3) F(cp 1) + F(<p2) dans

lim De nx)Hlix~D, Q/Z)

3) F est injective : Soit cp g %(K) tel que F(cp) 0. Comme précédemment,

on construit un homomorphisme n: H^W) -» Gal(L/K). Par définition, F(cp)

est l'image de 7u*(cp) par l'injection H1(W, Q/Z) c» limDenx)H1(X — D, Q/Z).

Si donc F(cp) 0, on a 7r*(cp) 0 et comme tu est surjective, cp 0.

4) F est surjective: Soit v|/ e lim^^^/i1^ — D, Q/Z). Choisissons À g y(X)

assez grand et, pour W : X — A, un représentant i|/' g H1(W, Q/Z) de \|/.

L'ordre m de \|/' : #i(JL) -» Q/Z est fini, car H^W) est de génération finie.

En effet, d'après [13], X se plonge comme ouvert dans une variété X
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complète, c'est-à-dire compacte pour la topologie transcendante. En trian-

gulant, on peut trouver un voisinage tubulaire U du fermé E : {X — X) u À,

de sorte que W X — A X — Z se rétracte par déformations sur X — U.

Par compacité, l'homologie de X — U (et donc celle de W) est de type fini

[5, Chap. VIII, cor. 1.4].

Soit x e W. Notons p: x) -» H^W) la projection canonique et N
le sous-groupe Ker(\|/'=p) invariant d'indice m dans n^W, x). A N correspond

un revêtement topologique galoisien non ramifié à m feuillets p:Z -> W,

tel que p^n^Z, y) =,N pour tout yep~1(x). Remarquons que le groupe
Autw(Z) ^ x)/p^n1(Zi y) est abélien, car par passage au quotient f ° p

devient une injection \|/" : Aut^(Z) c+ Q/Z.
C'est maintenant qu'on utilise le théorème d'existence de Riemann généralisé

pour savoir qu'on peut munir Z d'une structure de variété algébrique
normale de sorte que p soit un morphisme algébrique fini. Notons L C(Z).
La paire (Z, p) est la normalisation de W dans L, de sorte que, si (7, v)

est celle de X dans L, par unicité, on peut supposer Z c 7 et p v|z.
On veut montrer que l'extension L/K est galoisienne. Pour cela, on

choisit une extension galoisienne L'/K contenant L et on considère la
normalisation (7', p) de 7 dans L'. Quitte à agrandir À, on peut supposer
qu'il contient la ramification de v' : v ° p. Notons Z' Y' — V ~ X(A).

En utilisant les suites (6) correspondant à v, v' et p, on obtient la suite exacte

1 -» Aut^Z') -> Aut^(Z') -> Aut^Z) - 1

Par l'isomorphisme du lemme 3.2, l'inclusion de Aut^Z') dans Aut^(Z')
correspond à celle de Gal(L'/L) dans Gal(L'/K), ce qui montre que ce
dernier sous-groupe est invariant et que l'extension L/K est galoisienne.

Soit L0 l'unique sous-corps de K isomorphe à L. On a les
identifications Gal(L0/X) Gal(L/K) Aut^Z), la première étant induite par
n'importe quel isomorphisme L0 ^ L, mais n'en dépendant pas puisque les

groupes sont abéliens. On peut donc définir cp g x(K) comme la composition
de la projection Gai(K/K) -» Gai(L0/K) suivie de \|/" : Aut^(Z) Q/Z. Par
construction, F(cp) \|/.

§4. Interprétation de %{K)

Soit K un corps de fonctions complexes et soit X une variété algébrique
lisse avec corps des fonctions C(A) ~ K. A partir du calcul du § 3, on
interprète x(K) en terme d'invariants usuels de X: le groupe des diviseurs
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(algébriques) Div(V) de X et les premiers groupes de cohomologie de X
muni de la topologie transcendante.

Théorème 4.1. Soit K un corps de fonctions complexes et soit X une

variété algébrique lisse avec C(X) ~ K. Alors on a la suite exacte

0 - H1(X, Q/Z) X(K) - Div(V) ®zQ/Z H\X, Q/Z),

où Fhomomorphisme c est induit par la première classe de Chern.

Démonstration. En identifiant C(V) à K, on a

X(K) lïmDenx)H'(X-D,Q/Z)

par le théorème 3.1.

1) Calcul de H1(X — D, Q/Z): Soit Dei^(X). On veut expliciter le groupe
H1(X — D, Q/Z) Hom(HfX — D), Q/Z). On part de la suite exacte d'homo-
logie de (X, X — D):

(9) H2(X) -> H2(X, X-D)^ Hx(X-D) -+ Hx(X) -+ Hx(X, X-D).
Comme D est de codimension (réelle) 2 dans X, on a immédiatement

Hx(X, X — D) 0, car tout lacet dans X peut être poussé dans X — D.

Notons Ds la partie singulière et Dr — D — Ds la partie régulière de D.

Comme Ds est de codimension au moins 4 dans X, on a aussi H2(X, X — D)

~ H2(X — Ds, X — D). On va calculer ce dernier groupe en utilisant l'iso-

morphisme de Thom.
Notons 2n la dimension de X. On a deux isomorphismes de dualité

de Poincaré exprimant la cohomologie à supports compacts de Dr [5,

Chap. VIII, prop. 7.14]

~ [Dr] ~[X-DS]
Hc" 2(Dr) A H0(Dr) et H2cn~\Dr) ^ H2(X-D8, X-D),

donnés par une généralisation du produit cap usuel ^ avec la classe

fondamentale [ —]. On obtient ainsi l'isomorphisme de Thom

(10) x:H0(Dr)^H2(X-DS9X-D)9

que l'on peut interpréter géométriquement de la façon suivante [5, Chap. VIII,
§ 11]. Si À est une composante connexe de Dr et si on note r|A l'élément

de H0(Dr) correspondant, alors x(r|A) g H2(X — Ds X — D) peut être représenté

par un petit disque transverse à À. En utilisant cet isomorphisme x, on
obtient de (9) la suite exacte
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(11) H2(X) 4 H0(Dr)lHfiX--- 0.

Le groupe H0(Dr) est abélien libre sur les composantes connexes de Dr.
Montrons que ces dernières correspondent exactement aux composantes
algébriques irréductibles de D. Considérons la décomposition D Aj u u Aw

de D en composantes irréductibles. Comme Àf n Aj c Ds si i ^ j, on a une

réunion disjointe Dr A\ J_|...]__[à'm, où les À • : At- n Dr sont non vides,

fermés, ouverts (dans Dr) et irréductibles pour la topologie de Zariski. Ils

sont ainsi fermés, ouverts et connexes pour la topologie transcendante. Ce

sont donc les composantes connexes de Dr.
Notons #(D) l'ensemble des composantes irréductibles de D. Grâce à" la

décomposition H0(Dr) ®Aef(D)ZriA, on peut définir, pour tout A e ^(D),
l'homomorphisme eA: H0(Dr) -+ Z dual de qA, donné par eA(r|A') ÔA A>.

Comme Q/Z est divisible, le foncteur Hom( —, Q/Z) est exact et, appliqué
à (11), il fournit la suite exacte:

(12) 0 - Hl{X, Q/Z) - H\X-D, Q/Z) - ®Ae V(1))Q/ZeA - H2(X, Q/Z).

2) Passage à %{K): Soient D1,D1eir{X) avec D1 a D2. On vérifie
facilement que les suites (11) et donc (12) leur correspondant sont compatibles,
l'application ®A6Wl)Q/ZeA -» ®Ae^(D2)Q/ZeA étant l'injection induite par
^(Di) cz #(D2). On peut alors prendre la limite inductive de toutes ces suites
et en utilisant que Div(X) limDe^w{®Ae^(D)ZA}, on trouve la suite exacte
désirée

0 - H\X, Q/Z) -» x(K) -*Div(Z) ®zQ/Z -4 H\X, Q/Z).

3) Identification de c:Ilreste à montrer que Div(X) <g>zQ/Z -> H2{X, Q/Z)
est induit par la première classe de Chern : Div(Z) H2(X, Z). En
supposant tout d'abord la variété X compacte (et lisse), on va le vérifier
sur un élément de la base de Div(X), c'est-à-dire sur une sous-variété de
codimension 1 irréductible D de X. Dans ce cas, si l e Q/Z, on a défini
c(D<g>/) comme l'image de lzD par l'application Q/ZeD -> Hom Q/Z)
duale de l'homomorphisme y: H2{X) -> H0(Dr) de (11). On peut se ramener à
considérer l'application y* : ZeD - Hom(H2(X), Z) duale dans Z de y et à
vérifier, pour tout co e H2(X), la formule

(13) < c^D); co > y*(sfl)(co)

011 < > : H2(X, Z) x H2(X) -* Z est l'évaluation (l'indice de Kronecker).
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Notons i: D X l'inclusion et [D] e H2n - 2(D) la classe fondamentale

(D est compact). D'après [11], cx(D) est le dual de Poincaré de la classe

d'homologie de X portée par D ; en formules cx{D) En exprimant
l'indice de Kronecker au moyen du produit cap et de 8 : H0(X) A Z (voir
[5, Chap. VII, n° 12.24]), le premier membre de (13) devient

< CjCD);cû > < > s((i^[£)])d — co).

Passons au second membre et examinons y : H2(X) -> H0(Dr). D'après sa

définition, y peut être calculé à l'aide du diagramme commutatif

H2(X) - H2(X,X-D) H2(X-Ds,X-D)

* t — m * t—m Ä t—[v-Dj
H2n~2(X) * H2n~2(D) ~ H2n~2(Dr)

-1 -m ^
H0(D) ~ H0(Dr),

où l'isomorphisme H2n~2(Dr) A H2n~2(D) H2n~2(D) est induit par
l'inclusion Dr c= D. Par l'isomorphisme H0(D) ~ H0(Dr), on peut considérer

y(co) comme élément de H0(D) et 8D: //0(i)) - Z. Le second membre de (13)

est alors

y*(ec) (co) £j)~[D]),

où cod est le dual de Poincaré de co.

Notons encore i# : H0(D) H0(X) l'application induite par i. Il faut vérifier

l'égalité dans H0(X) de co et de i*(i*cod ^ [D]), mais par naturalité
du produit cap [5, Chap. VII, n° 12.6], on a i*(i*(ùd^[D']) cod ^/*[/)].
En utilisant ensuite la formule d'associativité du produit cap [5, Chap. VII,
n° 12.7] et le fait que co et co' : i*[£>] sont de dimension paire, on voit
facilement que co^^co cod^co', ce qui montre (13).

Dans le. cas général (X non compact), on plonge X comme ouvert dans

une variété complète X que l'on peut supposer lisse par le théorème de

désingularisation de Hironaka [9]. On vérifie ensuite la commutativité du

carré

Div(X) ®zQ/Z ^ H\X, Q/Z)

i 1

Div(X) ®zQ/Z 4 H2(X, Q/Z),
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où les homomorphismes verticaux sont induits par l'inclusion Xcf, celui

de gauche étant surjectif. Comme X est compact, on peut appliquer le

raisonnement ci-dessus à c. On en déduit que c et donc c sont induits par la

première classe de Chern.

§ 5. Application à la construction d'algèbres simples

On a vu que pour un corps de fonctions complexes K et pour une

variété algébrique lisse X avec C(X) K, on a la suite exacte

0 -+ H\X,Q/Z) A X(K) i Div(A) ®zQ/Z ^ H\X, Q/Z).

Problème 5.1. Soient / g ^>{C(tl,tn)) un polynôme unitaire irréductible,
£ une racine de / engendrant l'extension K de C(t1,..., tn) et X une variété

algébrique lisse avec C(X) K.
Etant donné 8 g Div(2f) ® zQ/Z tel que c(8) 0, on aimerait décrire tous les

relevés de 8 par b et les éléments de Br(C(^,tn+1j) leur correspondant
par l'isomorphisme (5).

On va résoudre ce problème en explicitant l'homomorphisme b (lemme 5.2

ci-dessous). Par contre, la méthode de calcul de a qu'on peut déduire de la
démonstration du théorème 3.1 (point 4, avec A 0) n'est pas très explicite.
Nous comparerons les deux descriptions de Ima Kerb en fin de paragraphe.

Lemme 5.2. Soit (p g %(K). Notons L XKer<p et 0 le générateur de

Gal(L/K) tel que cp(0) 1 /m g Q/Z. Soit k e K tel que L K(^fk) et

ô(<yïc) e_2ni/m • ^k. Alors b(q>) (k) ® 1 /m g Div(X) ®zQ/Z, où (k)
est le diviseur de k.

Démonstration. D'après la définition de h, il faut d'abord calculer l'image
de cp dans limDenx)H1(X — D, Q/Z) par l'isomorphisme F du théorème 3.1.

On va voir qu'on peut représenter F{cp) dans H1(X — D, Q/Z) pour D le
support du diviseur (k), puis on va exprimer son représentant 7i*(cp) en terme
de k. Il faudra ensuite revenir à la démonstration du théorème 4.1 pour
calculer b(cp) à partir de rc*(<p).

1) Choix de Dsi^(X): Notons (7, v) la normalisation de X dans L et
D g-T(X) le support de (k). On montre que D contient la ramification de v.

Soit U un ouvert affine quelconque de X - D. Considérons la sous-
variété affine V de U x C définie par

(14) V {(x,QeU x C | k(x)}.



132 P. A. J. STEINER

1

L'anneau C[E] (C[L]) — k) est de type fini sur C[L] et C(V) L.

De plus, V est lisse et donc normale. En effet, la première projection
p1 : V -> U est un revêtement topologique non ramifié et U est lisse. Donc V

est analytiquement (et par conséquent algébriquement) lisse. Ceci montre que
(V, Pi) est isomorphe à la normalisation de U dans L et que v est non
ramifié au-dessus de U.

2) Calcul de 7t*(q>) g H1(X — D, Q/Z): Notons W X - D, Z Y - v"1^)
et définissons comme en (8) n: H^W) -» Ged(L/K). On va calculer explicitement

7c*(cp) g Hon\(H1(W)9 Q/Z).
Considérons le diagramme commutatif

Z ^ Ç

(15) v IeiJ

W-5>C'a Çm

où X : j/k e L.En utilisant l'orientation naturelle de C, on identifie H^C ')

à - Z c Q et on définit \|/: H^W) -> Q/Z comme la composition
m

H^W)^ H^C')-Z-*-Z/ZcQ/Z.mm
On va voir que 7i*(cp) — \|/.

On a Kerv|/ v^T/^Z). En effet, l'inclusion v^H^Z) a Kerv|/ est claire,

car d'après (15), k^v^H^Z)) eJX^H\(Z)) c: mif^C') Z. Réciproquement,

soit co g Ker\|/, qu'on représente par un lacet / en un point x e W,

et soit yGv-1(x). En remarquant que sur l'ouvert V de (14) X coïncide

avec la seconde projection p2: V -> C, on voit que dans (15), X est bijective

sur les fibres. Ainsi, tout comme le relevé de k(/) en A£y) (par l'hypothèse
co g Ker\J/), le relevé de / en y est un lacet et donc co g v^H^Z).

Comme Ker(7i*(cp)) v^H^Z) également, on sait déjà que 7c*(cp) et \|/

coïncident à un automorphisme de — Z/Z près. Ils sont en fait égaux :

m

en effet, en choisissant co g H^W) tel que \|/(co) 1/m, on va montrer que
7c(co) 0 g Gal(L/K\ d'où 7i*(cp) \|/, car cp(0) 1/m. Soit / un lacet en x

représentant co et soit j;gv-1(x). Si l'on note a l'automorphisme de Z
induit par co, c'est-à-dire l'image de co par la surjection HX(W) -» Aut^(Z)
de (7), le relevé T de / joint y à o(y) et se projette sur X(î) allant de

X(y) à ^(a(y)). D'autre part, X(î) qui est le relevé de k(/) en X(y) a pour
extrémité e2ni/m * L(y). Ainsi, d'après la définition de l'isomorphisme du corol-
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laire 2.3, ti(co) 0 e Gal(L/K), car 71(00) envoie sur GtJ 1 2n"m X.

0(X).

3) Calculde b(cp) e Div(X) ®zQ/Z : Par définition, cp) est représenté par
ß*(jt*(cp)) e ®As*(D)Q/ZeA Div(X) ®zQ/Z où ß* est le dual de l'homomor-

phisme ß: H0(Dr) -> H^X-D) de (11). Rappelons aussi que ß ° x, où

est l'opérateur bord et x l'isomorphisme de Thom (10).

Soit Àe^(D), déterminant l'élément pA de H0(Dr). Comme géométriquement

x(qA) peut être représenté par un petit disque transverse à A, ßCqJ

— c(x(qA)) peut l'être par un petit lacet / autour de À, dont l'orientation

dépend des conventions. On les fixe maintenant de sorte que k(/) représente

ordA(K) fois le générateur naturel de HX(C'). En utilisant que 7i*(cp) \|/

et que sA est le dual de r|A, on voit alors que ß*(7i*(cp)) \J/ ° ß

^Ae^(D)[ordA(K)/w]sA. Donc h(cp) (k) ® 1/m g Diw(X) ®zQ/Z.

Solution du problème 5.1. Soit / g £>(C{t1,..., rj) un polynôme unitaire
irréductible, q une racine de / engendrant l'extension K de C(t1,..., tn)

et X une variété algébrique lisse avec C(X) K. Soit ô g Div(X) ®ZQ/Z tel

que c(5) 0 dans H2(X, Q/Z). Alors toutes les classes d'algèbres simples
centrales sur C(tx,..., tn+ J correspondant à des relevés de 5 dans %(X)

s'obtiennent de la façon suivante :

Comme c(5) 0, 5 est dans l'image de b. Par le lemme 5.2, il s'écrit
donc (de plusieurs manières!) 5 (k) ® 1/m, où (k) est le diviseur de k g K.
Choisissons une écriture 5 (k) ® 1/m qu'on peut supposer réduite, i.e. telle

que si (k) k • (k') et k \ m, alors k 1. Ce choix détermine un relevé

cp g x(K) de 5. En effet, L : K(j/k) est une extension cyclique de degré m

de X et si 9 est le générateur de Gal(L/X) tel que 0(-^/k) e~2nilm • on
peut définir cp : Gal(L/X) Q/Z par cp(0) 1/m. Le lemme 5.2 montre que
b{cp) ô. Par la remarque X.2, il correspond à cp dans Br(C(C,..., tn + J) la
classe d'algèbres simples cor(L(tn + 1)/K{tn+1)9 0, fn+1-Ç), où cor : Br(X(tn +J)
-> Br(C(tx,..., tn + 1)) est la corestriction.

Remarque 5.3. Dans le cas où X est projective, on peut voir
directement que 5 g Div(X) (g>zQ/Z s'écrit 8 (k) (g) 1/m lorsque c(8) 0. En effet,
en écrivant 5 D ® 1/m avec D g Div(X), on va montrer comment obtenir
un diviseur principal en ajoutant à D un diviseur multiple de m. Mais
faisons d'abord quelques rappels (voir [3, § 6; 11]).

(i) On peut définir c1 comme l'homomorphisme de connexion c1 : H\X, (9*)
-* H2(X, Z) de la suite exacte de cohomologie associée à la suite exacte
de l'exponentielle 0 Z O (9* -> 1, où C, resp. (9*, est le faisceau



134 P. A. J. STEINER

des germes de fonctions holomorphes, resp. holomorphes non nulles,

sur X.

(ii) Considérons p : H2(X, Z) - H2(X, R) induit par l'inclusion Z c= R et

notons Hflt 1}(X, R) le sous-espace de H2(X, R) des classes représentables

par des formes différentielles de type (1, 1) (via l'isomorphisme de de Rham
H2(X, R) ~ H dR{X)). On a alors l'égalité

c^iXtÔ*)) p~ 1(H 2lf X)(X, R))

entre sous-groupes de H2(X, Z).

(iii) Comme X est projective, H1(X, (9*) est isomorphe au groupe des classes

de diviseurs de X. En faisant l'abus de noter (comme précédemment)

Ci : DivpO -> H2(X, Z), on déduit ^(DivpQ) P_1(^(2i, d(X, R)) de (ii).

Démonstration de la remarque 5.3.

1) Soit 8 D (g) 1/m g Div(AT) (g)zQ/Z tel que c(S) 0. On montre qu'on peut

supposer c^D) 0.

L'hypothèse c(8) 0 e H2(X, Q/Z) signifie que cx(D) est divisible par m

dans Horn(H2(X), Z). Quitte à amplifier D (g) 1/m (i.e. multiplier D et m par un
même entier), on peut supposer c^D) divisible par m dans H2(X, Z), car
Ker{H2(X, Z) -> Hom(f/2(X), Z)} est de torsion.

On a donc c^D) m • p, pour q g H2(X, Z). D'après (iii), p(q)

— • p(ci(D)) est dans l'espace Hfx 1}(X, R) et il existe un diviseur D' tel que
m

p c^D'). On peut donc écrire 5 (.D — mD') (g) 1/m avec c^D — mD') 0.

2) Supposons 8 D (g) 1/m avec c^D) 0. On veut modifier D en un diviseur

principal. D'après (i), cx s'insère dans la suite exacte

0 - H\X, Z).-> H\X,(9)-»H\X, &*) H2(X, Z).

En utilisant (iii), on voit ainsi que le groupe des classes de diviseurs dont
la première classe de Chern est nulle est isomorphe au groupe H1(X, G)/

H^(X, Z) qui est divisible. Donc il existe un diviseur D' tel que D est

linéairement équivalent à mD' ; autrement dit D — mD' est principal.

Remarque 5.4. Le sous-groupe Ima Kerh de %(K) est isomorphe au

groupe des classes de diviseurs de torsion.
En effet, si cp g Ker6, on peut regarder cp comme un relevé par b de

§ 0, provenant d'une écriture réduite 0 (k) (g) 1/m. On en déduit que

(k) m* D pour un diviseur D dont la classe [D] est d'ordre m. On

vérifie facilement que la correspondance cp i— [D] donne l'isomorphisme
annoncé en remarquant que deux écritures réduites (k) (g) 1/m et (k') (g) 1/m'
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déterminent le même élément de %(K) si et seulement si m' m et k'

diffère de k par une puissance m-ième.

On peut aussi faire le lien avec Fhomomorphisme a. Soit \|/ e H1(X, Q/Z).

On calcule u(i|/) e %(K) par la méthode de la démonstration du théorème 3.1

(point 4). Si m est l'ordre de i|/, on construit un morphisme algébrique fini

v: Y -> X qui est un revêtement topologique non ramifié (A 0) à m feuillets.

Le corps L: C(Y) est une extension cyclique de degré m de K et

a(\|/) g %(K) provient d'un isomorphisme Ga\(L/K) — Z/Z induit par \J/. Si
m

k e K est tel que L k), en utilisant cette fois que v est non ramifié,

on peut montrer que (k) m • D pour un diviseur D dont la classe [D] est

d'ordre m.

Remarquons pour terminer que cette construction ne fournit pas une

description des classes de diviseurs de torsion (qu'il serait certainement très

intéressant d'avoir!).

§ 6. Divisibilité de Br(C(f tn))

Auslander et Brumer ont prouvé [1] que si F est un corps de
fractions rationnelles à une variable à coefficients dans un corps quelconque,
alors soit Br(F) contient un sous-groupe divisible non trivial, soit 2 • Br(F) 0

(voir aussi [2]). On va montrer que pour tout n, Br(C(tj,..., tnj) est
entièrement divisible.

Pour tout corps de fonctions complexes K, on va établir que le groupe
%(K) est divisible en appliquant le théorème 4.1 à un modèle particulier X
de K : on va choisir une variété algébrique lisse X *

avec C(A) K telle

que H^X) soit libre. (Il serait aussi possible de raisonner directement sur
%(K) en séparant chaque composante p-primaire.)

Pour démontrer l'existence d'un modèle adéquat de K, on aura besoin
de deux propriétés élémentaires de la première classe de Chern

c : Diw(X) H2(X, Z)

que l'on établit immédiatement.

Lemme 6.1. Soit X une variété algébrique projective complexe lisse. Alors
(i) l'image c1(Div(2f)) de c1 contient le sous-groupe de torsion
Tots(H2(X, Z)) et (ii) on a une décomposition H2(X) N © L, où N est
le sous-groupe de H2(X) annulé par l'évaluation de cx(Div(A:)) et où L
est libre.



136 P. A. J. STEINER

Démonstration. On a déjà rappelé (remarque 5.3 (iii)) que la première
classe de Chern est définie à partir de la suite exacte H\X, 0*) -+ H2(X, Z)

H2(X, 0) et de l'application Div(Z) -> H1(X, 0*) qui est surjective lorsque X
est projective.

Ainsi le conoyau de cx : Div(X) - H2(X, Z) se plonge dans l'espace
vectoriel H2(X, (9) et est sans torsion. On en tire immédiatement le point (i),

ainsi que l'existence d'un complément direct libre au sous-groupe c^Div^))
de H2(X, Z). On peut alors déduire la décomposition voulue de H2(X) au

moyen de la suite exacte

0 -> Tors(H2(X)) H2(X) -> ¥Lom(H2(X, Z), Z) -> 0

cr [r|h-><rj ; a>]
Pour tout D e y{X), notons <9f(D) le sous-groupe ©A6<g>(D)ZÀ de Div(A).

Proposition 6.2. Soit X une variété algébrique projective complexe lisse

et soit D g if(X) tel que c1(Div(A')) comme sous-groupes de

H2(X, Z). Alors Hx(X — D) est libre.

Démonstration. On exprime le rapport entre Hx(X) et Hx(X — D) par la
suite exacte d'homologie de (X, X — D) :

H2(X) ^ H2(X, X-D)^ Hx(X — D) h Hx(X),

où et fc* sont induits par j : (X, 0) c» (.X, X — D) et k : X — D c> X, d étant

l'homomorphisme bord. On va montrer que H2(X, X — D)/j2(X) est sans

torsion, puis en déduire que Hx(X — D) est libre.

1) H2(X, X — D)/j^H2{X) est sans torsion: On a vu (démonstration du théorème

4.1) que H2(X, X — D) est isomorphe au groupe libre ffiA6#(D)Zr|A sur
les composantes de D et que l'applicationdevient y: H2(X) -»

dont le dual est donné par la première classe de Chern. Par conséquent,
si a e H2(X) on a

y(a) ^Ae^(D) <ci(À); <^>t1a •

Soit donc x g ©Ae^DjZTlA tel que m' T g yH2(X\ avec m minimal. On doit

montrer que x g jH2(X), c'est-à-dire que m 1. Par hypothèse, il existe

ge H2(X) tel que y(a) m • x et donc tel que m| <c1(À), a> pour tout
À g ^(D). En décomposant H2(X) N © L selon le lemme 6.1, on voit qu'on

peut supposer que a g L puisque l'évaluation de c1(Div(X)) est nulle sur N.

Il résulte aussi du lemme 6.1 que l'évaluation est un isomorphisme de L
sur le dual de c^Div^O) c^^D)). Ainsi, < — ; a> est un élément pur
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de Homfc^fD)), Z) puisque a est pur dans L par minimalité de m. Il
existe donc Dae^(D) tel que <c1(Da);a> m 1. Comme m | <c1(A);g>
pour tout A ê f(D), on a aussi m | <c1(Dc);g> 1. Donc m 1 et

H2(X, X — D)/j 2(X) st ©a e <t(D)Zr\JyH2{X) est sans torsion.

2) H^X-D) est libre: Soit co un 1-cycle de I - D dont la classe [co]

eH^X-D) est de torsion, d'ordre m. On va montrer que m 1 et donc

que [co] 0.

Comme KerjJc* : H^X-D) H^X)} est sans torsion par le point 1,

la restriction de k# à la torsion Tors(H^X — D)) -» Tovsfä^X)) est injective.

La classe ^[co] e Hx(X) de co est donc aussi d'ordre m et il existe une

2-chaîne a de X dont le bord est m • co. Notons [a] g H2(X, X — D) sa classe.

Par construction, c[a] m - [co] 0 dans H^X — D), d'où [a] ej^H2{X).
On va montrer que m 1 en construisant une forme linéaire X: H2(X, X — D)

Z nulle sur j^H2(X) et telle que X[ct] 1 (mod m).

On choisit une décomposition du groupe des 2-chaînes de X en Za © M,
de sorte que M contienne tous les 2-cycles de X, et on définit un 2-cocycle q
valant 1 sur a et s'annulant sur M. Sa classe [q] g H2(X, Z) est de torsion
(d'ordre m si co est pur), donc par le lemme 6.1, [q] g c1(Div(X)) c^&iD)).

Soit Dq g S£(D) tel que c^Dq) [q]. L'évaluation de la classe cq(D0)

sur g n'est pas bien définie dans les entiers, mais seulement dans les entiers

modulo m — puisque ôg m • co — et on a c^Dq) (a) q(a) 1 (mod m).

On va voir que l'évaluation de c1(D0) provient d'une forme sur H2(X, X — D)

qui est la forme X cherchée.

Soit V un voisinage tubulaire fermé de D dans X, d'intérieur V. En
utilisant que D, respectivement X — D, a le même type d'homotopie que V,

respectivement X — V, ainsi que la dualité de Poincaré H2(V, ôV) ~ H2n_2(V)
donnée par ^ [V, dV~], on peut déduire une dualité H2(X, X — D)c^ H2n_2(D),
où n est la dimension complexe de X. Elle est compatible avec la dualité
de Poincaré dans X ; plus précisément, le diagramme

commute, avec induit par l'inclusion i : D X. (On le vérifie en utilisant
la naturalité du produit cap et le fait que la classe fondamentale [F, âV]
de V provient de celle de X.) Comme la première classe de Chern est

H2(X,X-D)

j* I

H2n-2(D)

I i*

H2(X) c H2n_2(X)
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donnée par la dualité de Poincaré, si A e #(£>), on a c1(A) (i*[A])d. On
voit ainsi que c1: ££{D) - H2(X) se factorise par H2(X, X — D). On a donc

un carré commutatif

£C(D) d-\ H2(X,X-D)

r
Div(Z) H\X)

On peut maintenant définir X: H2(X, X-D)-+ Z comme l'évaluation de

di(D0) pour notre D0 e On a bien que >^[a] c^Dq) (a) 1 (mod m)

et que X ° 0, car c'est l'évaluation dey'*(di(I>o)) ci(Do) [iq], or rj est

nul sur les 2-cycles (par construction). Comme [a] e j^H2(X\ on en tire que
m 1, d'où Tors(/f1(Ar — D)) 0, autrement dit H^X — D) est libre.

On peut maintenant établir le résultat principal, de ce paragraphe.

Théorème 6.3. Le groupe Br(C(C,..., tn)) est divisible pour tout n.

Démonstration. On fait une récurrence sur n et on montre que tous les

sommands directs %(K) intervenant dans la décomposition (5) de Br(C(C tn))

sont divisibles.
Soit donc K un corps de fonctions complexes. On peut trouver une

variété algébrique projective lisse X avec C(X) K par le théorème de

désingularisation de Hironaka et une sous-variété D e i^{X) telle que (^(^(D))
Ci(Div(Z)) en utilisant que le groupe H2(X, Z) est de type fini. Posons

X X — D. Le groupe H^X) est libre par la proposition 6.2.

On traite le groupe %(K) au moyen de la suite exacte du théorème 4.1

appliqué à X

(16) 0 ^ H\X,Q/Z)- x(K)^Div(X) ®zQ/Z 4 H\X, Q/Z).

Par le choix de X, le groupe H1(X, Q/Z) Hom(//1(X), Q/Z) est divisible.

Il suffit de montrer qu'il en est de même de Imb. Soient 8 e Imb et / un
entier. Par le lemme 5.2, 8 est de la forme D (g) 1/m avec D un diviseur

principal. On a donc c^D) 0 et / • (Z)<g)l//m) 8 avec D (g) l/lm e Kerc

- Imb.

On déduit immédiatement de la classification des groupes abéliens
divisibles le
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Corollaire 6.4. Quel que soit Tentier n ^ 2, le groupe Br(C(t1,..., tj)
est abstraitement isomorphe à une somme directe de copies de Q/Z indicées

par un ensemble équipotent à C.

On obtient donc que pour n ^ 2, les groupes Br(C(C,..., tn)) sont tous

isomorphes entre eux, ce qui est analogue au phénomène observé par Fein

et Schacher [7] dans le cas des corps de fractions rationnelles à coefficients

dans des corps globaux.
La proposition 6/2 permet aussi d'exprimer Br(C(C,..., tn)) en une seule

formule, peut-être plus agréable, mais « moins canonique » que le reste de

notre calcul. Introduisons pour cela les notations Div0(2f) pour le groupe des

diviseurs de X dont la première classe de Chern est nulle et £Pn pour
l'ensemble [J"=l tjj) des polynômes unitaires irréductibles à coefficients

dans un corps C(tl,..., tj) pour 1 ^ i < n.

Théorème 6.5.

(i) Pour tout f e ^(C(t1,t/j), il existe une variété algébrique Xf lisse

avec HfXj) libre et Q(Xf) isomorphe à l'extension de C(t1,..., *,•)

obtenue en adjoignant une racine de f.
(ii) On a un isomorphisme

Br(C(fO) - Q/Z) © Djv0(A» ®zQ/Z}.

Démonstration. Pour tout / g 0>n, on trouve Xf de même manière
que X dans la démonstration du théorème 6.3. Comme H1(Xf, Q/Z) est

divisible, la suite exacte (16) est scindée (mais pas de manière canonique!),
ce qui donne l'isomorphisme annoncé.
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