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58 - F. PHAM

termes de son développement asymptotique formel en 1 soit singulier! 11 s’agit
l1a d’un phénomeéne bien connu des physiciens (la fonction d’onde est réguliére,
bien que ses développements BK'W *) soient singuliers), dont la relation avec
le « phénomene de Stokes » de la théorie des équations différentielles a sin-
gularités irréguliéres avait été remarquée depuis longtemps dans le cas
n = 1, mais qui ne m’est devenu clair quapres lecture de Iarticle de
Voros [18]. En fait, la seule prétention du présent article est de généraliser
en dimension n quelconque l'étude de la structure des points tournants
donnée par Voros (dans le cas particulier des points tournants de type
« Airy ») au §6 de son article [18]. Il se trouve que tout le travail tech-
nique ¢tait déja fait dans un article fondamental de Kashiwara-Kawai[ 6],
et ma seule contribution (peut-étre) originale a été d’utiliser la transformation
de Laplace comme un dictionnaire pour traduire leurs résultats; pour tout
ce qui concerne Laplace (absént des préoccupations de [6]) je me suis
inspiré d’idées non publiées de Malgrange (cf. cependant [12]), elles-mémes
influencées par les travaux de Voros; pour 'exposé des résultats de Kashi-
wara-Kawai (difficiles a lire dans I'article original, en raison du gros outillage
cohomologique utilisé), j’ai été trés aidé par un exposé¢ de J. E. Bjork au
séminaire Goulaouic-Schwartz [3]. Le présent exposé doit donc beaucoup a
B. Malgrange qui depuis plusieurs années m’explique ses idées sur Laplace,
“ainsi qua J. E. Bjork qui m’a aide a comprendre Particle de Kashiwara-
Kawai. Il aurait pu étre beaucoup plus bref si je n’avais voulu le rendre
lisible sans connaissance préalable du calcul microdifférentiel.

Dans un article ultérieur (dont [16] est une premicre esquisse) jabor-
derai plus spécifiquement les problémes de physique concernés par la méthode
semi-classique complexe (états liés dans le cas ou le systéme classique est
complétement intégrable; états de diffusion...).

0. LA CONDITION « NON CARACTERISTIQUE »

On se place désormais dans un voisinage de l'origine dans C” x C muni
~des coordonnées (x;,.., X,, 1) = (x,1). O = C{x,t} désigne lanneau des

*) « BKW » = Brillouin Kramers Wentzel. Les développements BKW sont des
développements en puissances de 5 (= notre parametre t) des fonctions d’onde de

la mécanique ondulatoire. Ces développements sont divergents, de plus leurs termes
pris individuellement sont singuliers (avec ramification) aux points dits « points
tournants » (turning points) ou est singuliere la solution de I'’équation de Hamilton-
Jacobi. L’article de Voros mentionné ici exploite joliment I'idée de Balian et Bloch [1]
de chercher a resommer les développements BKW sous forme intégrale de Laplace.
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germes de fonctions holomorphes, et 9 = 0 <0,,d,> désigne 'anneau
(noethérien) des germes d’opérateurs différentiels a coefficients holomorphes.

Soit & < C" x C un germe d’hypersurface analytique complexe, et soit s
une fonction analytique multiforme dans C* x C\&, de classe de Nilsson le
long de &, cest-a-dire de type de détermination fini et & croissance modérée
au voisinage de .. On sait (cf. par exemple [2], chap. IV) que { est alors
solution d’un germe de systéme holonome d’équations aux dérivées partielles
linéaires, Cest-a-dire qu’il existe dans 2 un idéal a gauche # tel que
Py = 0 pour tout Pe.#, et tel que les symboles principaux des éléments
de .4 définissent dans le fibré T*(C"xC) un sous-ensemble analytique
(conique) holonome (= lagrangien, c’est-a-dire involutif et de codimension
n+1), la «variété caractéristique du systéeme », notée V(Z/#). De plus ce
systéme holonome est « a singularité réguliere » (mais ce fait ne sera guere
utilisé dans la suite). .

Comme nous nous intéresserons avant tout aux singularités de , nous
serons en realité amenés a étudier des germes de systemes holonomes dont
est solution modulo 0, c’est-a-dire que Py € O pour tout P € .#. Le quotient
par O de lespace des solutions modulo @ constitue ce que nous appel-
- lerons l'espace des « microsolutions ». |

Exemples
1) ¥ = t%(aeC) est solution de (t,—o)y = 0, 0,¥ = .. =0,V =0.
V(@/9) = {x ;1)1 = 0, = .. =&, = 0},

union de la section nulle du fibré cotangent, et du fibré conormal é I’hyper-
plan t = 0;

V = tP Logt (peN) est solution mod. O de (t6,—p)y = 0 mod. 0, o,V

= .. = 0,y = 0 (méme variété caractéristique que ci-dessus).

. 1
) (r=1)y = pPa— est solution mod. O de

2—x3y =0 (mod. O)
% (3x20,+ 2t )y = 0
dont la variété caractéristique est donnée par les équations
2 — x3 _ 0
3 3x2T + 2 = 0,

et a donc deux composantes:
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la premiere, T%(C xC), est le fibré conormal 4 la courbe & d’équation
2
t? —x>=0 (1?2_—)c3:0,r;~é0,§ = — ix~>,
T 2 1T
la seconde, T(C x C), est le fibré conormal a l'origine: (x=t=0, £, 1 quel-
conques).

FIGURE 2 :
Les deux composantes de la variété caractéristique de I’exemple ii).

iii)° (n=1) Considérons le systéme

2 2
<t6,+§xax+§>\ll =0

(ag—zxaf)\p: 0.

Sa variété caractéristique, donnée par les équations

(Btt+2xE=0, 4E2—9x12=0),
se compose de la section nulle et de la composante T%(CxC) de
I’exemple 1i).

Ce systéme admet 2 solutions linéairement indépendantes, que 'on peut
écrire

v s < Lr(2 431, ¢
=233 2 T o

ou F est la fonction hypergéométrique. Bien que cela ne transparaisse pas’

immediatement dans I’écriture ci-dessus, ces fonctions ne sont pas singuliéres
~ sur la droite x = 0.

\
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Définition. On dit que le systetme %/ est non caractéristique pour le
feuilletage vertical de C" x C si sa variété caractéristique ne contient aucun
covecteur horizontal non nul. '

Ici « horizontal » [resp. « vertical »] signifie paralléle a la 17 [resp. 2°]
composante de C" x C; le feuilletage vertical est donc celui dont les feuilles
sont les droites x = Cte, et un covecteur (§, t) est horizontal si T = 0.

Exemples. La condition «non caractéristique » est vérifiée par les
exemples 1) et iii) ci-dessus, mais pas par 'exemple ii).

REMARQUE. Comme les fibres de la variété caractéristique sont des cones,
le fait d’interdire les codirections horizontales entraine que chacun de ces
cones ne peut consister qu'en un nombre fini de codirections (car une
variété projective complexe ne peut éviter un hyperplan que si elle est de
dimension 0).

Dans le cas — qui nous occupe — ou la variété caractéristique est
holonome (= lagrangienne) on en déduit que la condition non caractéris-
tique équivaut a la condition apparemment plus forte que voici:

1° Le lieu singulier ¥ de 2/.# (ensemble des points
ou il existe un covecteur caractéristique non nul)
est fini (localement) en restriction d chaque feuille;

Condition _
o 2° Le feuilletage est transverse a &, c’est-a-dire qu’il
caractéristique est transverse a toutes les directions limites d’hy-
pour perplans tangents a la partie lisse de & ;
les systémes
holonomes 3° L’ensemble V*(2/#) des covecteurs caractéris-

tiques non nuls correspond a I’ensemble des
directions limites ci-dessus, autrement dit
V*2/5)

= T%(C"xC).

Cette deéfinition étant posée, nous trouvons dans Kashiwara-Kawai [6],
chap. IV, une réponse a la question suivante:

« etant donné un germe de systéme holonome .# = 9/.#, non caracté-
ristique pour le feuilletage en droites verticales, que peut-on dire de
espace des « microsolutions » de ce systéme, c’est-i-dire de I'espace
quotient par O de 'espace des solutions mod. ¢ ? »
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En fait Kashiwara et Kawai placent d’emblée le probléme dans le cadre
« microdifférentiel », c’est-a-dire que I'anneau 2, difficile a manier, est rem-
placé par un anneau plus grand dans lequel I'opérateur 0, est inversible,
et dans lequel I'idéal engendré par .# est plus commode a étudier.

Ce qui suit est un exposé élémentaire d’une partie des résultats de
Kashiwara et Kawai, suivi d'une relecture (n° 1.5 & 2.5) de ces résultats
en termes de transformées de Laplace. ‘

1. ETUDE DES MICROSOLUTIONS,
DANS LE CAS D’UNE SEULE VARIABLE (n=0)

1.0. L’ANNEAU & DES OPERATEURS MICRODIFFERENTIELS est défini comme ’en-

semble des séries formelles P = ) a, 0¥, ou les a, € C{t} ont un disque
keZ

de convergence commun, verifiant les deux conditions suivantes:
1) ordre fini: a, = 0 pour k > m (« lordre » de P);

k

ii) « convergence de Borel »: la série Y. a_,(t) ol est absolument convergente
keN .

pour | t|, | 6| assez petits.

La loi de composition dans & (que nous n’écrirons pas ici) est une exten-
sion naturelle de la loi de composition dans & (sous-anneau des Pe &
tels que a, = 0 pour tous k < 0); cf. par exemple [14] (Microlocalisation)
pour plus de détails. On note &(m) 'espace des opérateurs microdifférentiels
d’ordre (<) m. En particulier £(0) est un sous-anneau de &, et la multi-
plication a droite ou a gauche par 0;" (meZ) établit une bijection entre
&(0) et &(m).

PROPOSITION: & est un anneau principal. (Notons que cette proposition
est fausse pour 'anneau 92).

Idée de ‘la démonstration: Comme 0, est inversible dans &, tout idéal .#
de & peut étre engendré par des opérateurs d’ordre exactement 0, c’est-
a-dire, aprés division par un ¢élément inversible de C{t}, de la forme
P=1t"+ P, Peé&(—1); lentier m est la «valuation» de P (ne pas
confondre avec l'ordre!). Jaffirme alors qu'un élément P de .# -dont la
valuation est minimale engendre nécessairement .#: cela résulte immédia-
tement d’un théoréme de division dans &(0), qui nous dit que tout élément
de &(0) peut étre divisé par P, avec un reste de valuation strictement
inférieure.
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