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M, est donc de module semisimple, donc annulé par rad A, et nous pouvons
poser F(M) = M,.

Pour voir que F est un homomorphisme de groupes, soient M et N deux
formes. Nous avons (M LN), ~ M, L N, dans W(A), Cest-a-dire que leur
différence est neutre dans W,(4) et donc dans W,(A4/rad 4). Ainsi I’équivalence a
aussi lieu dans W(A/rad4) et FIM LN) = F(M) L F(N).

F est injective: si F(M) = M, (qui est anisotrope) est neutre, cela implique
M,=00rM~M, =0.

F est surjective: soit N une forme de W,(A/radA) et N, son représentant
anisotrope. N, est une forme de W,(A) et son image par F est naturellement la
classe de N, qui est celle de N. O]

§2 REDUCTION AU GROUPE DE WITT HERMITIEN
' D'UN CORPS GAUCHE

Soit A une k-algébre semisimple de dimension finie munie d’une involution
laissant le corps k fixe.

Sa décomposition en produit d’algebres simples est obtenue avec un systeme
d’idempotents {e;};-; ., centraux, orthogonaux, primitifs et complets

A = Ae; x ... X Ae,.

Un tel systéme est unique.

Or {e_,} est encore un systeme d’idempotents comme avant. Quitte a
renumeéroter, on suppose e = e pour i = 1,..,r et e—l- = e;, ] # I, pour
i=r+1,.,n

D’autre part chaque algebre simple Ae; possede un seul module simple U, et
cela fournit une liste compléete et sans répétitions des A-modules simples.

Remarque. Si A est une k-algébre avec involution, U un A module simple,

A = A/rad A ete;I'idempotent central pour lequel U est un Ae; module simple,
on a que

1

Ux~U*<e = ¢

(ou U* = Homy(U, k), quiest un A module a gauche via (ag) (x) = ¢(ax)pour
oeU* ae et xeU).

Il suffit de remarquer que U* est simple, et c’est en fait le module simple sur
Ae;.
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LEMME. Pourl <i<r,ona

Wide) o W(4),

ou Ae; porte I'involution de A, c’est-a-dire ae; = e;a = e;a = ae,;.

Preuve. Une forme de Wj(Ae;) est U;-isotypique. Si elle est neutre dans
W,(A), elle admet un sous module égal a son orthogonal. Mais ce sous module
d’un module semisimple est sommand direct et donc lui-méme U -isotypique.

Cette forme est neutre dans W,(Ae;), ce qui montre I'injectivité.

r

ProrosiTION 3. W(A) = @ W,(Ae).

i=1

Preuve. Pour voir que W(A) est la somme des sous groupes W/(Ae))
considérons le représentant anisotrope d’une forme.

Celui-ci est somme orthogonale de formes simples dont les modules se
trouvent parmi {U, ..., Ur} : en effet, si U un module simple est muni d’une forme,
elle fournit un isomorphisme de U avec U*.

Pour voir que la somme est directe, supposons que V; L ... L V. estneutre, ou
V; est une forme de W(Ae;) pouri = 1 ..r. On a donc

Vi~V L LV LV L. LV,

pour tout j entre 1 et r.
La construction de la proposition 2 fournit pour

Vil AV, LV, L1V,

un représentant anisotrope sans aucun sommand de module isomorphe a U;.

Tandis que pour — ¥, nous obtenons un représentant anisotrope qui est U -
i1sotypique.

Par I'unicité, ces deux représentants sont isomorphes en tant que formes, en
particulier en tant que A modules. S’ils ne sont pas nuls, le théoréme de Krull
Schmidt est mis en défaut.

Les deux anisotropes sont donc nuls et —V; ~ 0, donc V; ~ 0 pour tout j
entre | et r. M

Le calcul du groupe de Witt se réduit donc au cas d’une algebre simple avec

involution.
Soit donc A4 une k-algebre simple de dimension finte, munie d’une involution

qui laisse le corps k fixe.
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Soit U son unique 4 module simpleet D = End, U qui est un corps gauche,
extension finie de k. (En fait 4 ~ M, (D) pour n le nombre de sommands
isomorphes a U dans une décomposition de A.)

Nous allons fabriquer une involution pour D a partir de celle de A4, puis
montrer :

THEOREME 2. W

{A) ~ WH,,(D, ~).

££b(

(e, = =+ 1 sera précise plus loin.

Si D est un corps gauche muni d’une involution ~, WH/(D, ~) designe le
groupe obtenu en faisant le quotient du semigroupe des classes d’isomorphie de
formes e-hermitiennes sur des D- espaces vectoriels a gauche de dimension finie,
a valeurs dans D et non dégénérees, par la relation:

M ~ N s'il existe des formes ¢-hermitiennes neutres X et Y avec M L X
~N_LY

(Une forme e-hermitienne est neutre si elle admet un sous espace vectoriel
¢gal a son orthogonal, i.e. un métaboliseur.)

On obtient tout de suite les deux propositions clés, pour lesquelles les
démonstrations des propositions 2 ¢t 3 restent valables dans ce contexte:

PROPOSITION 4. Une forme e-hermitienne Witt équivalente a zéro est
neutre.

DErINITION.  Une forme e-hermitienne est anisotrope si pour tout x # 0,
Exx # 0

PROPOSITION 5. [l existe une forme e-hermitienne anisotrope unique par
classe d’équivalence de Witt.

Il est clair qu'une forme anisotrope est somme orthogonale de sous formes
hermitiennes de dimension 1, qui engendrent donc WH_ (D, ).

Mais une forme g-hermitienne de dimension 1 est déterminée par un élément
de D, = {xe D avec X = exj.

Nous avons donc montré le

COROLLAIRE 6. WH/(D, *) admet comme générateurs de groupe abélien les
éléments de D..

Construisons maintenant une involution sur le corps gauche

d’endomorphismes du simple, puis nous pourrons prouver le théoréme 2.

ProrosITION 7. Si A est une k-algébre simple munie d’une involution, le
corps gauche d’endomorphismes D de l'unique module simple U porte une
involution, qui coincide avec celle de A sur le centre.

L’Enseignement mathém., t. XXIX, fasc. 1-2. 3
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Preuve. Soit U* = Hom,(U, k) qui est un 4 module a gauche via (a;f) (x)
= fl(ax).ll s’agit d'un A module simple non nul et donc isomorphe a U, puisque
U est le seul 4-module simple (a isomorphie pres).

Considérons L = Hom 4(U, U*), qui est donc un k-espace vectoriel non nul.
Le groupe cyclique d’ordre 2, {1, t}, agit sur L:

si bel, (tb) (X)) = b(¥)ix)

L est donc un kC, module non nul. Si la caractéristique de k n’est pas deux,
kC, est une algebre semisimple et ne possede que deux modules simples T et A
non isomorphes, tous deux de dimension 1 : pour T, t agit comme 1 ; pour A4, t agit
comme — 1.

Ainsi L = ny T @ n, A, avec au moins un des deux naturels ny ou n, non
nul.

Ilexistedoncunb e L,b # O(etdoncb est unisomorphisme),avectb = g, b
oug, = +1. Ce qui veut dire ' )

b(x)(y) = & b()’)(x)

Si la caractéristique de k est deux, kC, ne posseéde qu’un seul module simple
quiest T. L n’est pas nécessairement un kC, module semisimple mais contient un
sous kC, module simple. (Ainsi que tout module de génération finie sur une
algébre de k-dimension finie.)

Il existe doncbe L, b # 0, avec tb = b.

En conclusion, et quelle que soit la caractéristique, il existe toujours
belL, b # 0, avec

b(x)(y) = & b(y)(x) > avec g, = il

Remarque. Sipossible b sera choisi de telle fagon que g, = 1. Maisil se peut
que L ne soit constitué¢ que de formes antisymetriques (1.e. n, = 0), auquel cas
g = — L.

L’involution de D se construit une fois le choix d’un tel b effectué:

Soit f € End (U) = D. f* désigne le A-endomorphisme de U* défini par
f¥e) = @< f,sioeU*

Posons }’— = b~ f*b. (7 est 'unique A endomorphisme de U tel que
b(fx,y) = b(x, ;’_y), pour tout x, y € U).

Assertion. [ +— 7 est une involution de D qui coincide avec celle de 4 sur
son centre.

Pour le vérifier il est commode d’identifier U avec U** au moyen du A4-
isomorphisme qui a chaque u € U associe « I'évaluation en u » de U**,
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Ainsi f** = f et b* = g b.
f=b" b f*h)*b = &} f = f.
Jg = b fg*b = b lg* f*b=blg*bb  f¥b=ygf.

Soit a un élément du centre de 4 et X, 'homothétie de rapport a qui est
centrale dans D. Nous avons

A, = b I0)*h = b A b = A,

En particulier k est laissé fixe par 'involution que nous venons de définir sur

D. [

Nous pouvons maintenant aborder le

THEOREME 2. Soit A une k algébre simple de dimension finie, munie d’une

involution, D le corps gauche muni de I'involution ? =b"Yf*b, ou b est
choisi dans Hom (U, U*) avec b* = g, b. Alors W,(A) ~ WH_, (D, —).

ssb(

Preuve. Nous allons construire une fleche de groupes

F:W(A4) > WH,, (D, ")

EEP

puis montrer qu'elle est injective et surjective.
Soit M une forme de W(A). On note par ¢ aussi bien la forme que le 4
isomorphisme ¢ : M — M* auquel elle donne lieu. (¢* = ec))

Hom (U, M) est un D espace vectoriel a gauche via ' - ¢ = ¢ o -]7, st feD
et @ € Hom (U, M). Considérons la forme:
Hom (U, M) x Hom (U, M) - End, U = D

| (@)~ o ¥ =b"lo*c|
Elle est g, hermitienne:

Voo = b (b WFeo)*h = bt o*c* Yy b*Tl b
=eg, b ¥ ey = g5, 0
Elle est sesquilinéaire en la deuxiéme variable:
¢ fY=0VYof =blo*cyf = (pV)f
Elle est non dégénérée:si@ - = 0 pour tout |, alors ©* ¢y = 0 pour tout
V. Mais 0* ¢\ = ¢(@(—), Y(—)). Puisque M est U-isotypique, choisissons une
décomposition M = U @ ... @ U. Prenons pour \y chacune des inclusions de U

auxquelles, cette décomposition donne lieu. Nous obtenons ¢(p(—), m) = 0,
Vme M, dou ¢ = 0.
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Posons donc FM = Hom (U, M) muni de cette forme. Il nous faut voir que
si M est neutre, FM I'est aussi:

Soit N le métaboliseurde M. Hom ,(U, N)est donc un sous D espace vectoriel
de dimension moitié celle de FM, et en fait est autorthogonal: en effet, * ¢
= c(@(—), Y(—)), et si @ et ¥ sont & valeurs dans N, alors ¢ -y = 0.

F est injective: supposons que ['M est neutre de métaboliseur X. Or les sous
espaces de Hom (U, M) sont tous de la forme Hom (U, N) pour N un sous 4
module de M. C’est donc le cas pour X et le N obtenu est de k-dimension moitié
celle de M. Il est en fait autorthogonal, ce qui montrera que M est neutre : nous
savonsque * ¢ = ¢(o(—), Y(—)) = 0,pourtous @ ety € Hom (U, N). N est
U-1sotypique, choisissons une décomposition N = U @ ... @ U. En prenant
pour ¢ et s les inclusions de U obtenues avec cette décomposition, on obtient
que c(ny, n,) = 0, pour tout ny, n, € N.

F est surjective: nous avons vu (corollaire 6) que les ¢léments de D,
= {xeDtq x = ge, x| engendrent WH, (D, ).

Soit donc a € D,

EER”

Considérons la forme U % U* qui est e-symétrique:
(ba)* = a*b* = g, bab 'bh = ¢2cba = cba.

L’'image de sa classe dans W/(A) par F est une forme sur End, U dont la
valeur sur (Id,, Id) est b~ ' Id* ba Id, = a.
Les génerateurs de WH (D, ~) sont atteints par F qui est donc surjective.

[

En mettant bout a bout les résultats obtenus, nous pouvons énoncer le
résultat global suivant:

THEOREME 3. Soit A une k-algébre de dimension finie, munie d’une
involution. Soit Uy, ..., U, une liste compléte et sans répétitions des A modules
simples (a isomorphie prés ), numérotés de telle fagon que

1) Uy~ U} pour i <r<mn, et U;2U¥ si j>r.
2) Pour i<s<r, Homj,U,U¥ contient le kC, module trivial (c.f.
. proposition 7) et ne le contient pas pour i > s. Cest-da-dire que pour
s<i<r, Hom,U,U¥ est constitué entiérement de morphismes
antisymetriques.
Soient Dy, ..., D, les corps gauches d’endomorphismes de U, .., U, munis
d’une involution fabriquée comme a la proposition 7. Alors
S r
W(d) = & WH(D;, )& & WH_/D;").

i=1 j=s+1
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Remarque. Le choix d'un be Hom (U, U¥) de la proposition 7 pour
obtenir une involution sur D; est en fait irrelevant : deux choix différents peuvent
donner lieu a des involutions non isomorphes mais aux mémes groupes de Witt,
puisque tous deux sont isomorphes a W(Ae;)sii < s,a W_ (Ae;)sis < i <.

§ 3. PRESENTATION DU GROUPE DE WITT HERMITIEN
D'UN CORPS GAUCHE

Soit D un corps gauche muni d’une involution qui n’est pas forcément
I'identité sur le centre et WH (D, ) le groupe de Witt des e-formes hermitiennes.
(Définition au § 2.)

Siae D, = {xe D | X = ex}, < a > désigne le D espace vectoriel & gauche
de dimension un De, muni de la forme g-hermitienne e - e = a.

Au corollaire 6 nous avons montré que ’homomorphisme de groupes
abéliens ¢ défini par:

¢:Z[D;] > WH(D, )

[a]— < a >

est surjectif. Z[D,] désigne le groupe abélien libre sur les éléments de D_, notés
alors entre crochets. |

THEOREME 4. Le noyau de ¢ est égal au sous groupe N de Z[D;]
engendré par

1) [a] — [xa;], Vae D, VxeD
2) [a] + [—a]l, Vae D,

3) [a] + [b] — [a+b] — [a(a+b)~'b],
Va,be D, aveca + b # 0.

Ce theoréme fournit donc une présentation par générateurs et relations de
WH (D, 7).

Nous allons d’abord montrer un résultat intermédiaire.
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