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HOMÉOMORPHIE DES ROTATIONS DE Sm

ÉVOLUTION D'UN PROBLÈME, SOUVENIRS

par Georges de Rham

Une rotation T de la sphère Sm c Rm+1 est définie par une matrice

orthogonale qui a m + 1 racines caractéristiques (ou valeurs propres)

aj(j 0, 1,m) de module 1, deux-à-deux imaginaires conjuguées ou

égales à +1. En introduisant dans Rm+1 des coordonnées convenables

Zj (j 0, 1, m), réelles ou deux-à-deux imaginaires conjuguées, les

équations de la rotation T se ramènent à la forme

(1) z) ocjZjij 0, 1, m),

où (z0, zi zm) T (z0, zl9 zj.
Deux rotations T et T' de Sm sont dites homéomorphes s'il existe un

homéomorphisme H : Sm -> Sm tel que T' H'1 TH. On sait que si

T et T' ont les mêmes racines caractéristiques, il existe une isométrie H
(transformation orthogonale) satisfaisant à cette relation; T et T' sont
alors dites isométriques. Pour que deux rotations de Sm soient
homéomorphes, il est donc suffisant qu'elles aient les mêmes racines
caractéristiques.

Cette condition est-elle aussi nécessaire

C'est l'étude des espaces lenticulaires qui m'a conduit à ce problème;
leur classification topologique en est un cas particulier. En 1935, à la
Conférence internationale de Topologie à Moscou, j'ai dit: «Il semble

que cette condition soit aussi nécessaire, mais ce n'est pas prouvé dans

tous les cas » [Rh 3].

Le théorème suivant montre que cette condition est nécessaire dans

beaucoup de cas [Rh 7].

I. Si deux rotations de Sm sont homéomorphes, elles ont les mêmes

racines caractéristiques qui ne sont pas des racines de l'unité, et pour chaque
entier h > 0, le même nombre de racines caractéristiques qui sont des

racines primitives d'ordre h de l'unité.
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La démonstration est fort simple. Soit a un nombre de module 1 et

r le groupe engendré par a. D'après un lemme établi dans [Rh 7], les

nombres ß de module 1, jouissant de la propriété que ßnk - 1 pour toute
suite d'entiers nk (k 1, 2, telle que ank ->• 1, appartiennent à T. On
en déduit que, T étant la rotation définie par (1), les points ze R"+1 tels

que Tnk (z) z pour toutes ces suites nk(k 1,2,...) sont ceux dont les

coordonnées Zj associées dans (1) à un aj n'appartenant pas à r sont nulles,
car sous l'effet de Tnk, Zj est changé en cdfi Zj. Ces points forment par suite

un sous-espace de Rm+1 dont la dimension est égale au nombre des ocj

appartenant à T. Soit ju (T) ce nombre et, pour tout sous-groupe f" de

T, fi (r) le nombre des otj appartenant à f". Il est clair que ces nombres sont
des invariants topologiques de T.

Désignons encore par v (r) le nombre des otj qui engendrent T. Ceux

qui appartiennent à r sans l'engendrer sont contenus dans un nombre
fini de sous-groupes T1? r2,..., de T, engendrés chacun par une puissance
de a d'exposant premier et, si a est une racine de l'unité d'ordre h, diviseur
de h. Alors la relation

v(r) MO - Im(O) + IMOnrj)
i i<j

- + (-iy/i(r1nr2n...nrr)
montre que v (T) est aussi un invariant topologique de T. Si a n'est pas
une racine de l'unité, il y a deux générateurs de T, oc et â, le nombre des

racines caractéristiques de T égales à a est - v (T), tandis que si a est une

racine de l'unité primitive d'ordre /z, v (T) est le nombre des otj qui sont
racines primitives de l'unité d'ordre /z, ce qui achève la démonstration.

Voici une conséquence immédiate de ce théorème: si aucune des racines

caractéristiques de T n'est une racine imaginaire de l'unité, toute rotation
T' homéomorphe à T a les mêmes racines caractéristiques que T.

Autre conséquence: le problème général se réduit au cas des rotations
d'ordre fini. En effet, en annulant les coordonnées Zj associées aux olj qui
ne sont pas des racines de l'unité, on définit un sous-espace de Rw+1 et

une sous-sphère de Sm, la restriction T0 de T à ce sous-espace (ou cette

sous-sphère) est d'ordre fini puisque toutes ses racines caractéristiques
sont des racines de l'unité. Il est clair que si T et T' sont homéomorphes,
leurs restrictions d'ordre fini T0 et Tq le sont aussi, et le problème se réduit
à savoir si T0 et Tq ont les mêmes racines caractéristiques.
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Pour une rotation T d'ordre fini h > 2, les racines caractéristiques sont
des racines /z-ièmes de l'unité. Si elles sont toutes primitives d'ordre /z,

je dirai que T est libre d'ordre h, parce que T engendre un groupe cyclique
d'ordre h de rotations sans point fixe, c'est-à-dire une action libre du groupe
cyclique d'ordre h. Par définition, le quotient de S2"-1 par un tel groupe
est un espace lenticulaire de dimension 2/2—1.

Les espaces lenticulaires de dimension 3 ont été définis par H. Tietze

en 1908, à la fin d'un important travail [Ti]. Partant de la boule à 3 dimensions,

limitée par la sphère S2, elle-même partagée en deux hémisphères

par le cercle équatorial C, Tietze obtient une variété close en collant l'hémisphère

nord de S2 sur l'hémisphère sud par la transformation résultant
d'une symétrie par rapport au plan contenant C suivie d'une rotation
d'angle 2% qjp autour de l'axe A de C, p étant un entier positif et q un entier
premier à p. Cette variété est notée L (p, q) par Seifert et Threlfall, à qui
est due la dénomination « Linsenraum » ou espace lenticulaire [ST], [Th].
Tietze note que son groupe fondamental est cyclique d'ordre p, que L(p, q)
et L (p, q') sont homéomorphes si q' + q (modp) ou qq' + 1 (modp),
mais si aucune de ces conditions n'est remplie, par exemple pour L (5, 1)

et L (5, 2), il ne sait pas et pose le problème.
En 1919, J. W. Alexander montre précisément que L (5, 1) et L (5, 2)

ne sont pas homéomorphes [A]. Alexander ne cite pas Tietze, dont il semble
ignorer le travail. Je l'ai moi-même ignoré jusqu'après la publication de

ma thèse en 1931. C'est le livre de Kerekjarto [Ke] qui a attiré mon attention
sur la « Note d'Alexander », au début de mes essais de recherche en 1926.

J'ai pensé pouvoir clarifier et généraliser la démonstration d'Alexander,
en utilisant la notion d'enlacement de deux cycles d'ordre fini et la théorie
des intersections de cycles exposée par Lefschetz [L]. Mais Lebesgue,
à qui je dois une profonde reconnaissance, me signala d'autres « Notes
d'Alexander » sur le même sujet, parues dans les Proc. Nat. Acad. Sei. U.S.A.
en 1924 et 1925 (voir références dans [ST]). Il me fit néanmoins publier une
Note [Rh 1] et m'encouragea à chercher d'autres exemples. C'est alors
que j'ai pensé aux espaces lenticulaires de dimension supérieure, introduits
à la fin de ma Thèse [Rh 2].

J'avais remarqué, comme l'ont fait Seifert et Threlfall, que les espaces
définis par Tietze sont les quotients de S3 par un groupe cyclique de rotations

sans points fixes. Pour L(p,q\ ce groupe est engendré, dans S3
R3 u (go), par la transformation résultant d'une rotation d'angle

2te/p autour d'un cercle C et d'une rotation d'angle 2nqjp autour de l'axe A
de C. La lentille ayant pour faces deux calottes sphériques limitées à C
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faisant entre elles un angle égal à 2n/p est un domaine fondamental pour ce

groupe. D'où la dénomination choisie par Seifert et Threlfall.
Il était alors naturel de considérer les quotients de S 211-1

par les groupes
cycliques engendrés par une rotation T de S2n~1 libre d'ordre h, appelés
ensuite espaces lenticulaires de dimension 2n — 1. La donnée de T détermine

un tel espace et en même temps un générateur de son groupe, ce que
Milnor appelle « a lens space with a prefered generator » [M 1]. Les autres

générateurs sont les puissances Ta de T d'exposant a premier à h. L'étude des

espaces lenticulaires de dimension 2n — 1 se ramène ainsi à celle des

rotations de S2n~1 libres d'ordre h.

Désignons par T (h; lu l2,..., 4) la rotation de S2"'1, libre d'ordre h,

ayant pour racines caractéristiques les nombres Clj et £~b, où £ e2in/h

et où /l5 /2, 4 sont des entiers premiers à h, qu'on appellera les invariants
de T. Ils ne sont déterminés que (mod h), à l'ordre près et au signe près.

Toutefois, le changement d'un lj en — f correspond à un changement de ;

l'orientation de S2n~1. Le signe du produit lx l2 4 (mod h) est donc lié à

l'orientation de S2"-1.
Le résultat obtenu dans [Rh 2] à l'aide de la théorie des intersections

et des enlacements peut alors s'énoncer ainsi:

Si les rotations T et T' de S2/1-1 libres d'ordre h, d'invariants lj et

ïj {j 1,2,..., n), sont homéomorphes, on a

avec le signe + ou — selon que l'homéomorphisme conserve l'orientation
ou non.

Pour l'homéomorphie des espaces lenticulaires correspondants, il j!

suffit que T' soit homéomorphe à une puissance Ta de T, d'exposant a !'

premier à h. Les invariants de Ta étant alu al2, aln, il est seulement j

nécessaire pour cette homéomorphie qu'il existe un entier a tel que

A côté de cette condition nécessaire, j'indiquais à la fin de [Rh 2] une
condition suffisante, signifiant que T' et Ta ont les mêmes invariants, et

j'écrivais: «Il semble que cette dernière condition soit aussi nécessaire

et que la première soit insuffisante, mais la question n'est pas résolue. »

Au printemps 1935, je reçus une lettre de M. Reidemeister, ipe disant:

« Comment pouvez-vous prouver que ces conditions sont suffisantes

(2) 4 /2 4 ^ ± 11 4 ••• 4 (mod h)

(3) /; Il... l'n= ±an h h 4 (mod h)
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Ici nous pensons pouvoir prouver qu'elles sont nécessaires. » Il travaillait

avec son élève W. Franz. En même temps, je recevais un tiré à part du

travail [Re] où il résolvait le problème d'homéomorphie pour les espaces

lenticulaires de dimension 3, homéomorphie étant pris au sens de la Topo-

logie combinatoire. Après lui avoir répondu, je vis que sa méthode pouvait
s'étendre aux espaces lenticulaires de dimension supérieure. Une difficulté

se présentait, relevant de la théorie des nombres, pour laquelle je faisais

appel à un théorème de Kummer sur les unités d'un corps cyclotomique,
trouvé dans le « Zahlbericht » de Hilbert. Mais Reidemeister me fit remarquer

que cela supposait que l'ordre h du groupe soit un nombre premier.
Pour h entier quelconque, W. Franz avait une démonstration générale.

Enfin il m'autorisait aimablement à en parler à la Conférence internationale

de Topologie qui devait avoir lieu à Moscou en septembre 1935,

à laquelle il ne pouvait se rendre. La veille de mon départ, je reçus un
« preprint » du travail de Franz [Fl]. Ma communication à Moscou
Sur les nouveaux invariants topologiques de M. Reidemeister a été publiée

en 1936 [Rh 3].

Ces nouveaux invariants, appelés maintenant Torsion de Reidemeister,

n'étaient alors prouvés invariants que pour Yhoméomorphie au sens de la

Topologie combinatoire. Pour une rotation T de Sm d'ordre fini, il existe

une subdivision polyédrale de Sm invariante par T\ sur laquelle T se traduit

par un automorphisme. J'ai été ainsi amené à l'étude des complexes avec

automorphismes [Rh 4], auxquels s'applique la notion d'homéomorphie
au sens combinatoire [Rh 5]. A ce point de vue, grâce à la Torsion de

Reidemeister, la classification des espaces lenticulaires était achevée.

Pour une rotation d'ordre fini non libre, on peut trouver une
subdivision polyédrale invariante, formant un complexe K, contenant un sous-

complexe fermé L, tel que l'action de la rotation soit libre sur K — L et

l'on peut définir la torsion de la paire (.K, L), qui n'est pas autre chose que
la torsion de K — L. Cette notion, introduite dans [Rh 4], permet de démontrer

que deux rotations d'ordre fini, même non libres, homéomorphes au
sens combinatoire, ont les mêmes racines caractéristiques.

Je ne l'ai publié que plus tard [Rh 7] et [Rh 8], L'une des raisons de ce

retard est que j'espérais démontrer l'invariance strictement topologique des

racines caractéristiques, ce que je n'ai pas réussi (et qui, comme on verra,
n'est pas toujours vrai!). Mais, grâce aux travaux de Cairns et de
J. H. C. Whitehead sur les C1 -triangulations, il a été possible d'établir
leur invariance vis-à-vis des homéomorphies differentiates ou difféo-
morphies, et l'on a le théorème suivant:



182 G. DE RHAM

II. Si deux rotations de Sm sont difféomorphes, elles ont les mêmes

racines caractéristiques.

Pour le cas des rotations libres d'ordre fini, voir [Rh 6], et pour le cas

général [Rh 7] et [Rh 8]. Pour éviter d'avoir recours aux C1-triangulations
de Cairns et Whitehead, j'ai donné dans [Rh 6] une autre méthode faisant

usage de certains recouvrements convexes. Cette méthode a été étendue par
O. Burlet [B] pour le cas de la torsion d'une paire.

Mais revenons aux rotations libres d'ordre h et aux espaces lenticulaires.
L'étude des applications continues d'un espace lenticulaire dans un autre,
abordée par M. Rueff [Ru], approfondie par Franz [F 2] puis P. Olum [O]

— voir aussi [Rh 5] et l'exposé [Rh 8, VIII] — a montré la vraie signification
des conditions (2) et (3) ci-dessus.

Disons que deux rotations libres d'ordre A, T et T', de la sphère orientée

S2"-1, ont le même type d'homotopie, s'il existe une application continue

/ : S2"-1 - S2""1, de degré +1, telle que fT T'f. On démontre que:

La condition (2), avec le signe +, est nécessaire et suffisante pour que T
et T' aient le même type d'homotopie.

Et l'on en déduit:

L'existence d'un entier a satisfaisant à (3) avec le signe + (resp. ±)
est une condition nécessaire et suffisante pour que les espaces lenticulaires

définis par T et T' aient le même type d'homotopie orienté (resp. non
orienté

Il ressort de là que la Torsion de Reidemeister n'est pas un invariant
du type d'homotopie, contrairement aux invariants topologiques de variétés

closes connus avant 1935. C'était la base de départ pour la découverte par
Whitehead des notions de type simple d'homotopie et de groupe de Whitehead,

pour lesquelles je renvoie à [Rh 8] et surtout à l'admirable exposé

de J. Milnor [M 1].

En 1969, nouveau progrès: R. C. Kirby et L. Siebenmann démontrent

que deux espaces lenticulaires homéomorphes sont difféomorphes (par
suites isométriques), [KS 1], [KS 2] et [M 2]. On en déduit:

Si deux rotations de S 2n~1 libres d'ordre h sont homéomorphes, elles

ont les mêmes racines caractéristiques.

Dans ce qui précède, on a utilisé seulement le fait qu'une rotation est

une isométrie. En particulier, les théorèmes I et II restent valables si l'on
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remplace « rotation » par « isométrie ». Une isométrie de Sm qui n'est pas

une rotation renverse l'orientation; elle est représentée par une matrice

orthogonale de déterminant —1, et possède un nombre impair de racines

caractéristiques égales à — 1.

Le problème d'homéomorphie des rotations et des isométries de Sm

8 s'est présenté comme une généralisation du problème posé par les espaces
| lenticulaires. Mais il est lui-même un cas particulier d'un problème beau-
] coup plus général : la classification topologique des endomorphismes linéaires,
j étudié par N. Kuiper et J. W. Robbin [KR] en 1973, d'une manière très

| intéressante. Mais pour le cas des rotations d'ordre fini, ils se bornent
essentiellement à la conjecture que deux rotations homéomorphes ont les

; mêmes racines caractéristiques.
En 1979, S. E. Cappel et J. Shaneson donnent un premier contre-

I exemple à cette conjecture, avec deux isométries de S9, d'ordre 8, qui sont
homéomorphes et n'ont pas les mêmes racines caractéristiques [CS 1].

On en déduit facilement deux rotations de S10 qui sont homéomorphes
j et n'ont pas les mêmes caractéristiques, et beaucoup d'autres exemples.

;vj Le problème est ainsi loin d'être épuisé, le récent travail [CS 2] des mêmes

jj auteurs donne une idée de sa richesse et de sa difficulté. De nouveaux
7 problèmes, notamment celui de l'équivalence topologique des représen-

tations linéaires d'un groupe, y sont abordés.

| [A]

j [B]

| [CS1]

[CS 2]
[F 1]

[F 2]

[Ke]
[KR]

[KS 1]

[KS 2]

[L]
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