
Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Herausgeber: Commission Internationale de l'Enseignement Mathématique

Band: 27 (1981)

Heft: 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Artikel: THÉORÈMES DE GAUSS-BONNET, DE HOPF, ET RÉSIDUS DES
CONNEXIONS MÉTRIQUES A SINGULARITÉS

Autor: Lehmann, Daniel

Kapitel: 4. Théorème des résidus

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-51739

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte
an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in der Regel bei
den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Siehe Rechtliche Hinweise.

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les

éditeurs ou les détenteurs de droits externes. Voir Informations légales.

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. See Legal notice.

Download PDF: 20.05.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-51739
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=en


RÉSIDUS DES CONNEXIONS À SINGULARITÉS 47

dyi+ A fdyA \ f(dyi+1\ (dy>\

ds JMi \dsJMJ VV /M; \dsJMi

dans le groupe des angles, l'angle est changé en son opposé, mais la mesure

des angles dépendant de l'orientation de TM. (V) et celle-ci étant changée,

oq mesure par rapport à l'ancienne orientation (comprise entre — n

et + n) de l'angle

fdy\ fdyi+ ^
K ds/Mi \ ds /Mi

mesure par rapport à la nouvelle orientation de

dyi+1\ fdyA

ds JMi \dsJMi
Donc ai ne change pas.

Ceci achève la démonstration de la partie (i) du théorème.

Si l'intérieur de P est tout entier inclus dans U, la formule de Green-

Riemann s'écrit:

U® Npdco
d'où le corollaire.

Remarque. Si on change l'orientation de C7, on change celle de P, et
Q est changé en -Q, de sorte que JJP_ (-Q) JJP Q ne change pas.

4. Théorème des résidus

Supposons désormais la surface V compacte (non nécessairement
orientable), et soit U V - SP un ouvert de V. On munit U d'une métrique
riemannienne g, et d'une connexion V respectant cette métrique.

On supposera en outre qu'il existe un pavage différentiable (Pl5 PF)
de V ayant les propriétés suivantes :

(i) chaque pavé Px est inclus dans un ouvert parallélisable Ux de F,
F

(ii) JJ <9^ où SPX est un fermé de V (éventuellement vide)
A 1

inclus dans l'intérieur du pavé P?

Notons P, S et A le nombre de faces, sommets et arêtes de ce pavage.
On a alors le
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Théorème 2 (théorème des résidus).

F

Y RésP;l (V, <7) F + 5 -A.
X= 1

Démonstration. La définition du résidu s'écrit encore, en posant
ßi 71 — oq et en notant le nombre de sommets (ou d'arêtes) du 2-ième
pavé Px :

2% RéspA(V,0) + £ (nx - f Pgds
px x

Sommant toutes ces égalités terme à terme quand X varie de 1 à F, on
obtient:

F

Mais 2teS
* Px

Y nx 2A (puisque chaque arête est commune à 2 pavés),
x

et

Y \dP Pgds 0 (puisque les intégrales se détruisent 2 à 2,
A chaque arête étant commune à 2 pavés)

d'où
F

2n Y RésP;i(V,g) 2n(F + S — A)
x=i

C.Q.F.D.

5. Connexions métriques sans singularités

Si £PX 0, Résp (V, g) — [T Q d'après la formule locale de
JJpa

Gauss-Bonnet. Le théorème des résidus devient donc le

Théorème 3 (formule globale de Gauss-Bonnet). Pour toute connexion
V sans singularité sur une surface compacte V, respectant une métrique
riemannienne g, et pour tout pavage (Pl9 PF) de V, on a:

Q F + S — A
v
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