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d'}fi+1 _ C_izf _ dyi+1> <d_y,> )
ds Mi’ ds [y, ds Mi’ ds/u,;

dans le groupe des angles, I’angle est changé en son oppos€, mais la mesure
des angles dépendant de I'orientation de T, (V) et celle-ci etant changée,

o; = mesure par rapport & I’ancienne orientation (comprise entre —7
et +n) de angle

(), ()

= mesure par rapport a la nouvelle orientation de
dyiti @
ds Ju, ’ ds ), '

Ceci achéve la démonstration de la partie (i) du théoreme.
B  Si l'intérieur de P est tout entier inclus dans U, la formule de Green-
8 Riemann s’écrit:

Donc o; ne change pas.

japw = _”Pdw = “PQa
¥ d’ou le corollaire.

B  Remarque. Si on change 'orientation de U, on change celle de P, et
B Q est changé en —Q, de sorte que ”P_ (—Q) = ”P Q2 ne change pas.
4. THEOREME DES RESIDUS

Supposons désormais la surface V' compacte (non nécessairement orien-
 table), et soit U = V' — & un ouvert de V. On munit U d’une métrique

B riemannienne g, et d’une connexion V respectant cette métrique.

On supposera en outre qu’il existe un pavage différentiable (P, ..., Py)
@ de V ayant les propriétés suivantes:

(i) chaque pavé P, est inclus dans un ouvert parallélisable U, de V,
F

(i) & = [] &, ou &, est un fermé de V (éventuellement vide)
A=1

inclus dans 'intérieur du pavé P,.
Notons F, S et 4 le nombre de faces, sommets et arétes de ce pavage.
On a alors le
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THEOREME 2 (théoréme des résidus).

F
> Reésp (V,9) =F+S—-4.

A=1

Démonstration. La définition du résidu s’écrit encore, en posant
B; = m — a; et en notant n, le nombre de sommets (ou d’arétes) du A-iéme
pavé P;:
21 Résp, (V,9) = 271 + ; B; — (n;m) — jﬁpl P, ds .
A

Sommant toutes ces €galités terme a terme quand A varie de 1 a F, on
obtient:

F
2n Z Réspl(v,g) = 2nF + Z(Zﬁz) - (an)n - Zfap Pgds .
=1 A Py A A 4

Mais " (Y 8,) = 2 S

A P,

Y. n, =24 (puisque chaque aréte est commune a 2 pavés),

A

et

2 f op, p,ds = 0 (puisque les intégrales se détruisent 2 a 2,
chaque aré€te étant commune a 2 pavés)

d’ou
F

2n ), Résp (V,g) = 2n(F+S—A)
i=1

C.Q.F.D.

5. CONNEXIONS METRIQUES SANS SINGULARITES

1
Si &, =, Résp, (V,9) = B .” Q d’aprés la formule locale de
T JJp

Gauss-Bonnet. Le théoréme des résidus devient donc le

THEOREME 3 (formule globale de Gauss-Bonnet). Pour toute connexion
V sans singularité sur une surface compacte V, respectant une métrique
riemannienne g, et pour tout pavage (Py, ..., Pp) de V, on a:

1
_” Q=F+5-4.
T 14
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