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ct ct (K, L, A, A\ d) > 0, i 1,2, et N0 N0 (K, L, A, A\ d) telles

que

(3) s log (s + 1) + log P > cL log log N

et

(4) P > c2 log log N

pour tout x g Z avec N ((xl5 xm)) < d et N max | NL/Q (xt) |

> A0, où s co(P(x)) et P P(P(x)).
Le Théorème 2 généralise certains récents résultats de Kotov [10] et

Györy [4],

3. Démonstrations

La démonstration du Théorème 1 sera basée sur le théorème ci-dessous.
Avec les notations du paragraphe précédent, on a le

Théorème A. Soit M — {p1, pt] cz ZK un ZL-module. Supposons

p pt L-linéairement indépendants, connexes par rapport à K/L et

max | pj | < A'. Si yeM et

NK/L(y) ßn? ...n/

avec des entiers zt > 0, alors y n"i n"s y\ où uu ...,%> 0 sont
des entiers, /gZk,

m< r
et

Texp { c3 -P9 (log P)5 l°g3 (-Rg log P)sf+2

(log &){Re+ hGlog+ log (A'b)) }
avec

c3 (25 (r + sf +3) g)22r+13sf+2rsf+4-*

Ce théorème est une conséquence *) du théorème 2 du travail [6] (voir
encore la majoration (45) de [4]). Dans la démonstration du théorème 2

de [6], nous avons utilisé la méthode de Baker.

x) Le théorème 2 de [61 est vrai pour toute extension galoisienne de L contenant le
corps de décomposition de F.
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Démonstration du Théorème 1. Démontrons d'abord par récurrence sur k
que ye M Mx Mk et NK/L (y) ß ni1 nzss impliquent y 71"1

nuss y' avec us > 0, où y' g Zk et

(5) |~y~| < n A' exp {(log T)(ni(x+ 1) (log 0>) (log r4))*~1} Uk

avec le T4 défini ci-dessous. Pour k 1 cela découle du Théorème A.
Supposons (5) prouvé pour k — 1 avec A: >2. Posons Kk_ 1 K
[K' : L\ nu [K : K'] n2 et M' M1 Mk_1. Désignons par DK,
et hK' le discriminant et le nombre de classes de K'. Comme

NK/L(y) NK./L(

dans K' on a la décomposition en idéaux premiers

(NK/K,(y)) 0h?-y?),
où ...» iß, sont les idéaux premiers distincts de K' au-dessus de

Pl,..., ps, (o, WO 1, (S) | (/?) («pt (yd et, en vertu
du Lemme 6 de [8] et D]J?| DK, on peut supposer

max pp < exp {(log P) (31 (In y)3 log | DK | )'nl | DK |
1/6 } Ty

i

*
Si (nt,yj) # 1, alors NK-/L(yjL) rinhlK'fj avec <«x et avec une
unité rj eL vérifiant

Pf] < T1nxliLlo*0t T2

Nous avons

(6) nk/k' (y) — ßi (yi)"1 ••• (yq)Uq

avec

y't r,~1y"lhL, ßiônu'+-+u^yd11...ydq",
OÙ

Wj ÙL «;+/•;, 0 < < ÙL, M; ,0 < <
et

di - r{ + hL

Ici pyT| < T]l,iL T'2. En comparant les normes sur des membres de
gauche et de droite de (6), on obtient

I N^nJßJ]<(bBlIT1<'+1)*i)2|(»+1)10«» T3.
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Le Lemme 6 de [8] implique qu'il existe une unité e dans K' telle que

NK'il («B) h ßi s712 ß' et \Y] < r3 Tx.
Par hypothèse on a jy yx \ix + + ytpLt, où y je M', t <ft2>

Iux,...,pit sont X'-linéairement indépendants, connexes par rapport à

K\K' et |~jûT~| < T'. En utilisant le Théorème A, il résulte de (6) que

s~1}; (y'iï1 (y'q)Vqy*,

et, d'après une majoration de Siegel [16] concernant R*K, hK,,

ft*] < exp {(s +1) I hi c3 log (7\ T2) I |1/6 (log | DK |)' Pg.

• (logP)5i?Glog3 (R*GhG)(RG+hG\ogPyf+2 (RG + hG\ogP

+ log (A'b))(log») (log T,)}=
exp {(logr4)(PG + AGlogP+ log } T5

En considérant les conjugués s_1j(,) (c Vi)/'?' + + (e_1Jî)

(/ 1, n2) de s'1 y sur X', on obtient e-1 — (y'x)vi Oy^g oyavec

ï^>0 et <jjE ZK,, où pöy] < T\,j 1, t. Comme

Nk-iL&j) yj) (tt/1 7isvs)nihK' NK,/L((Tj)

avec > 0, d'après l'hypothèse de récurrence nous obtenons

y. Ttpy ...Tts'jyj, wu > 0 yjeZK, et < T6

où T6 coïncide avec Uk_x avec la restriction suivante sur Uk_ x: il faut prendre

Tf1 au lieu de b. Avec la notation w[ min wu nous avons
j

' W W ' rw

yj Kyj, k 7i 11 7t sys e

et [yj]< TÏ'1 (s+1)!log# < uk.
Pour

/ y'iPi+ + y'tPt

on a y ky'etj' vérifie (5).

Si x1;..., xmeZL,zlt..., zs>0 est une solution quelconque de (1), en

considérant les conjugués de a1 xt+ xm y sur L on obtient

Xi k v;/v avec vi;veZG, où

pri < (mA)m [Ü7] < (mAT'1 nA' Uk.
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Comme k|v (xlfx,„),on déduit

| ^ | ^ gp slml log (mA) + log <f]

ce qui implique (2).

Démonstration du Corollaire 1. Considérons les ZL-moduïes Mt — {l,oq},
où l,oq sont Ki_ r-linéairement indépendants et connexes par rapport à

Ki/Ki_ Comme 1, a2, ocme M2 Mm sontL-linéairement indépendants,
le Corollaire 1 est une conséquence simple de notre Théorème 1.

Démonstration du Théorème 2. Soit 0 ^ x e Z avec N((xl9 xm)) < d
et considérons la décomposition de F (x) en idéaux premiers

(7) (F(x))pïC..p^.

Posons p;L (tii) et ut hL zf + avec 0 < rt < hLi i 1, En
vertu de (7) pi1 (/?) est un idéal principal dans L, et on a

(8) E(x) nßn\l...7izss

avec une unité y eL convenable. D'après le Lemme 3 de [5], on peut supposer
que

7i71<-PAL/V4

De plus, d'après ce lemme rj ß e n ß1 avec une unité seL et avec un
ß i e ZL vérifiant

où c4 c4 (L) est effectivement calculable. (8) implique

(9) F (ex) &JTÎ1

Nous pouvons maintenant appliquer le Théorème 1 à (9), et nous obtenons

(10) max |13q] < exp {c5(c6(s + 1))c7 <s+1> pc8
_

1 ^ i ^ m

(log P)C" <s+1>}

avec des constantes effectives c5 c5 (if, L, A, A', d) et c{ ct (.K, L),
6 < i< 9.

Il est évident que

(n) |^r/aM<r^!, «
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De plus, d'après un théorème bien connu

(12) s < 2/ P/log

Donc, si N0 est assez grand, alors en vertu de IV max | Nl/q (x;) | > 2V0,
i

(10), (11) et (12), P est également grand et (10) entraîne

(13) s log (s + 1) + log P + s log log P > cn log log N

avec une constante effective cXQ c10 (K,L, A, A\ d) > 0. Comme

s log log P < 2 max (s log (5 -F 1), log P),

(3) résulte de (13). Enfin, (3) et (12) impliquent (4).
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