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Le théorème suivant montre que la restriction an > — X à laquelle est

assujettie l'implication (B) => (C) est optimale.

Théorème 5. Pour toute fonction réelle 11-> \J/ (t) tendant vers l'infini
il existe une suite réelle (an) satisfaisant aux trois propriétés suivantes :

(a) (VweN) \an \ < (n)

(b) (an) tend vers 0 au sens de Borel

(c) Pour toute constante positive c l'expression X _an ne ten<^

s] % x < x + c V*

pas vers 0 lorsque x tend vers l'infini.

2. Un lemme utile

Pour tout couple (.x, t) de réels positifs, nous posons:
x*

(pix.t) e x

r(t +1)

L'énoncé ci-dessous rassemble les principales propriétés de la fonction
cp (x, t). La démonstration, utilisant la formule de Stirling et d'autres
résultats classiques concernant la fonction T, est laissée au lecteur.

Lemme 1.

(i) pour x > 0 et | t - x | < x2/3, on a:

/ x
1 f (*-x)2] /. _ /I + k—x|\ (\t-x|:

TSïcxp I" + ("V-1 > + 0/L

\ \ X
(ii) pour x > 0 et | t - x | < - on a

dcp 1 + \t-x I \
— (x, o=o i—L—!.cp (x> j

(iii) pourtout réelpositif x, la fonction partielle t i-> (x, t) est positive et
atteint son maximum absolu en un point t (x) de l'intervalle [x - 1, x];
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elle est croissante sur l'intervalle [0, t (x)[ et décroissante sur l'intervalle

] t (x), + oo [.

1 2
(iv) pour tout réel £ satisfaisant à l'inégalité - < £ < — et tout réel positif

s, on a :

Ut-x\>xS(p(x,t)dt(exp { -x2«-1-*})

(v) on a pour x infini
oo

j cp(x,t)dt 1 +0(e~x).

3. Démonstration du théorème 2

E et g gardant la même signification que dans l'énoncé du théorème 1,

posons pour % réel positif et m entier

y y(x) £ -
P±£* p
peE

et

N (m, x) card {n <^x : g (ri) m}.

Halàsz a démontré dans [4] que l'on a, sous la seule hypothèse y (x) + oo,

pour tout réel <5 satisfaisant à 0 < ô < 1,

(4) N (m, x) x<p(y,m) j 1 + 0 ^ + o ^_L

m
uniformément pour <5 < — < 2 — <5 et y > 2.

y

Notant g'1 on a pour tout x positif

B (x) : card {w<x:ne^} £ ^ (m>x)-
mes/

Fixons alors un nombre réel Ç dans l'intervalle - -\
2 ' 3 L on a:

(5) B(x) £ N(m,x)+0( £
mes/ |m-y|>^

\m-y\^yÇ
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