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La question de Lehmer est donc résolue pour les polynômes non

réciproques. Néanmoins l'étude de l'ensemble des valeurs de M (a) pour a non

réciproque n'est pas terminée. Le plus petit point limite connu [Bl, B2,

B4] correspond aux polynômes X"+ +1 :

ß exp

exp

1 * î

log
0 0

1 p 71/ 3

n 0

log | e2""i + e2in'î + 1 | dt2

t
log I 2 sin dt

1,38135

On ignore si ce nombre est algébrique ou transcendant (cf. [B2]).

Remarque. Pour PeC [zu...,z„], Mahler définit

1 pl
M (P) exp log I P (<e2inti e2intn \ dt1 dtn

La formule de Jensen montre que M (oc) M (P) si P e Z [X] est le

polynôme minimal de a. D'autre part soit P (X, F) e C [X, Y], et, pour k > 0,

soit Qk (X) P (X, Xk) e C [X]. Alors on a (cf. [Bl] théorème 2) M (Qk)

-» M (P) quand k -» oo.

Polynômes réciproques

D. W. Boyd a fait très récemment une recherche sur ordinateur qui lui
a permis de vérifier que M (a) > a0 si a est un nombre algébrique (non nul
et non racine de l'unité) de degré <16, ou bien de degré < 26 et de hauteur

< 1 (i.e. dont le polynôme minimal a pour coefficients 0, 1 ou — 1).

D'autre part le plus petit point limite de l'ensemble des M (a) qu'il connaisse
est

M(Y2(X+1) + Y(X2+X+1) + X2 + 1)

exp | C2 (1 "h z 1) H" C (z + 1 + z 1) + z + 1 | d6 dt
oo J

1,255425

(où on a écrit C ~ e2ln9, z - e2lnt), correspondant par exemple aux
polynômes

x^ii+x-1) +r(i + i+r1) + î.
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Enfin Boyd [Bl] demande si ß 1, 38135 est le plus petit élément du
deuxième ensemble dérivé de {M (a)}.

Le problème initial de Lehmer a fait l'objet de plusieurs travaux récents.

Soit d un entier positif. Comme il n'existe qu'un nombre fini d'entiers
algébriques de degré d et de mesure inférieure ou égale à 2d, il existe une constante
C (d) > 1 telle que si a est un entier algébrique non nul et non racine de

l'unité de degré d, on ait M (a) > C {d). En notant I a I max | ccj |

et en remarquant que

PÔT) < M(a) < pöT]d>

on en déduit sous les mêmes hypothèses | a | > C(d)1/d, et même, si le

polynôme minimal de a est réciproque, | ^ | > C (<d)2/d.

A défaut de pouvoir minorer C (d) par une constante absolue supérieure
à 1 (ce qui correspondrait à une réponse négative à la question de Lehmer),
on peut chercher à minorer C (d) en fonction de d. Un tel résultat a été

obtenu par Schinzel et Zassenhaus en 1965:

CM >i

où c est une constante absolue positive. Ils posaient alors le problème de

c'
l'existence d'une constante c > 0 telle que F~d~I > 1 + -7 sous les hypo-

d

thèses précédentes (ce qui résulterait d'une réponse négative à la question
de Lehmer, et serait le meilleur possible comme on le voit sur l'exemple
a 2lld).

Une amélioration considérable a été obtenue par Blanksby et

Montgomery en 1971 :

1
C (d) > 1 +w 52 d log 6d

et par conséquent pour la conjecture de Schinzel et Zassenhaus

1

I a > 1 +
30 d2 log 6d

En 1977, C. L. Stewart montra que la méthode de Thue conduit à la
minoration

>1+ in4,l
10 d log d
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la constante est moins bonne, mais la méthode (on va le voir) très

fructueuse.

Simultanément et indépendamment, E. Dobrowolski obtint par une

méthode simple et élégante un nouveau progrès vers la conjecture de

Zassenhaus :

r^n >1 + 4^ •

Voici sa démonstration. Supposons que a soit un entier algébrique non nul

tel que j~~cT] < 1 + (4 ed2)'1. Soit p un nombre premier, 2ed<p<4ed.
Pour k entier positif considérons la somme de Newton

Sk= E

Pour k < d on a

ls*l<^(1 + 4^2)

Skp\<d\1 + 4ed2' <de'

d

< de

4-edZ

donc
I Sk ~~ Skp d e < p

Mais Sk= S% Skp (mod p), donc Sk =» Skp pour 1 < k < d, ce qui
montre que a et otp sont conjugués. On en déduit facilement que a est une

racine de l'unité, ce qui termine la démonstration.
Peu après, Dobrowolski améliorait son résultat:

r
logdm > i p°ur d -*00 •

1 1 d -h o(d)

Il choisit 3d < p < 6d, et la partie nouvelle de la démonstration consiste à

vérifier les récurrences

$kp Sk mod k pour 1 < k < d

En 1978, Dobrowolski obtint une remarquable amélioration des résultats
antérieurs :

C (d) >1 + c0 (log log log d)3

où c0 est une constante absolue positive effectivement calculable.

Il a depuis montré que c0 peut être choisi égal à même peut être
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remplacé par 1 — ssi on se limite aux entiers suffisamment grands:
d > d0 (e). Par conséquent pour la conjecture de Schinzel Zassenhaus

2 - s /loglog d\3

Sa démonstration repose sur la méthode de Thue-Stewart, et utilise des

congruences de manière un peu analogue à sa démonstration élémentaire

précédente. Nous allons la présenter en y incorporant des simplifications
introduites par Mignotte mais qui conduisent seulement à c0 10"6.

Théorème (Dobrowolski). Soit a un entier algébrique non nul et non
racine de l'unité. Alors

i /loglog 3

avec c0 > 10~6.

Pour présenter la démonstration de Dobrowolski, nous allons procéder

par approximations successives; pour les résultats intermédiaires, voir
Mignotte [M].

Lemme 1. Soit a un entier algébrique non nul qui n'est pas racine de

l'unité, de degré d et de hauteur < H. Alors

M(a) > 21/(2<iH) > 1v 7
2

La deuxième inégalité résulte de 1 + x < ex pour x > 0. Pour la première

on considère un nombre premier p vérifiant 2 d H ^p <4 d H. Soit / le

polynôme minimal de a. On a par le petit théorème de Fermât

f(Xp) mf(Xy mod pZ[X]
donc pd divise la norme de / (ap). Comme a et ap ne sont pas conjugués,

on a/ (ap) # 0. Donc

pd < | Norme / (ap) | < (d H)d M (<x)pd

Donc

M(a)>(pldH)llp

L'étude de la fonction (xjdH)1/x sur l'intervalle [2 dH, 4 dH] donne le

résultat.
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Au lieu d'utiliser le polynôme minimal de / on peut utiliser n'importe

quel polynôme FeZ[X], pourvu que F (otp) # 0. On aura une bonne

minoration de la norme de F (ccp) si/(ou mieux, une puissance de/) divise F.

Lemme 2. Soient a un entier algébrique non nul et non racine de l'unité,

f son polynôme minimal, H sa hauteur, T un entier, p un nombre premier,
et Fe Z[X] un polynôme de degré <L tel que fT divise F et F (ap) ^ 0.

Alors
M(a)Lp (LH)â > pdT

En effet, on a

\N(F(otp)) <(L H)d M (oc)Lp

et pdT divise la norme de F(<xp).

Il reste à trouver un polynôme F vérifiant les hypothèses du lemme 2.

On peut bien sûr choisir F fT, mais on ne trouve alors rien de mieux que
le lemme 1. Le miracle vient de la méthode de Thue: en utilisant le lemme
de Siegel, on peut construire un polynôme F tel que / T divise F, et tel que
la hauteur de F ne soit pas trop grande :

H(F)<2 + (2T LT2dM(a)TL)1KL~dT),

pourvu que L > 2 d T. Ainsi le degré de F risque d'être plus grand que
celui de fT, maison gagne une bonne majoration de la hauteur de F. On
choisit T [50 (log d) (log log d)'1], et L dT2. On montre qu'il existe

un nombre premier p dans l'intervalle [T2, 6T2 log T] tel que F(otp) ^ 0.
On en déduit log M (a) > (8 T3)-1 pour d > 16, ce qui démontre le
théorème.

Dans un travail récent [D], E. Dobrowolski a obtenu des minorations
de M (F) pour Fe Z [X], F 0) ^ 0 et P non produit de polynômes cyclo-
tomiques, en fonction seulement du nombre de coefficients non nuls de F.

Analogue elliptique

Soit F une courbe elliptique définie sur le corps Q des nombres

algébriques. Soit h la hauteur de Néron Täte sur E (Q). M. Anderson a démontré
dans le cas C.M. que pour tout PeE(Q) non de torsion,

h (F) > Ci D"4(log D)"3
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