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lieu, « suite au hasard » pourrait signifier une suite qui ne peut pas être

engendrée par une méthode « mécaniste » du type machine de Turing.
Cet aspect est lié aux travaux de Kolmogoroff [8] et de Martin Löf [10]

(on pourra se reporter à Schnorr [16] ou Dellacherie [6]).
Nous montrons ici que la réponse au problème 1 est positive à condition

de considérer les opérations sur R sans retenues respectivement par rapport
aux bases g 1 et g2. En relation avec le problème 2, nous montrons en quoi
la conjecture suivante est hautement probable et sans doute accessible

(nous espérons en donner une preuve bientôt).

Conjecture. Si
00

£
C I -

n 1 gn

est un nombre réel algébrique irrationnel, alors la suite sl9 e2, ne

peut pas être engendrée par un g-automate.

Nous définissons le ^-automate plus loin.

§ 2. La suite de Morse

Les différents concepts dont nous aurons besoin seront introduits
via la suite de Morse dont nous donnons plusieurs définitions.

Définition 1. A l'entier n > 0, on associe son développement binaire

00

n Y ek{n)2k
fc=0

n°ë n~\
où ek (n) e 1 0, 1 } et ek (n) 0 pour tout k > Le nombre d'appa-

|_log zj
ritions du chiffre 1 dans le mot e2 (n) e1 (n) e0 (n) est

00

mn Y
k 0

La suite de Morse M est la suite infinie (mn) (mod 2) (neN= {0, 1, 2,...}).
Elle débute donc ainsi

M — 0 110 1 00 11 00 10 11 0 1 e {0, 1}N.
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Définition 2 (automates). On considère l'automate à 2 états x0 et xx
dont la fonction de transition est définie par

0 Xq Xq 1 Xq — xt
0 xx xt 1 xx x0

L'entier n e N, n elet-1 exe0 (écrit en base 2) opère sur x e {x0, xx }
de la façon suivante:

nx ex e0) x (ez ej (e0 x).

En particulier, nx0 est l'un des deux états x0 ou xlf disons xmn. La suite

(mn) est la suite de Morse.
L'automate décrit ci-dessus est un 2-automate. Le symbole 2 se réfère

au fait que de chaque état partent 2 chemins. Un 2-automate peut avoir
autant d'états qu'on voudra, en nombre fini toutefois. Plus généralement,
soit g > 2 un entier. Un ^-automate ne diffère du précédent automate

que par le nombre de chemins partant de chaque état, ici égal à g. L'entier n,
écrit en base g opère alors sur l'état initial x0 du ^-automate. (Pour une
théorie générale, voir Eilenberg [7].)

Définition 3 (substitutions). Une substitution g de { 0, 1 } N dans { 0, 1 } N

est une application qui consiste à remplacer dans une suite infinie e0, su e2,...
chaque 0 et chaque 1 respectivement par un mot formé de 0 et de 1. Par
exemple, considérons la substitution g qui consiste à remplacer 0 par 01

et 1 par 10. Appliquons-la à la suite de Morse M

M 011010011001...cM (01) (10) (10) (01) (10) (01) (01) (10) (10) (01) (01) (10)

On constate que gM M. La suite de Morse est point fixe de la substitution.

La substitution ici considérée est une 2-substitution. Une ^-substitution
est une substitution où on remplace chaque symbole d'un alphabet fini £
par un mot appartenant à Y?-

Définition 4. Soit F2 le corps à 2 éléments. Une suite Se F2N peut être
considérée comme une série de Laurent formelle

OO

S (£„)= E £„X"6F2((X)).
tt 0
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Comme F2 ((^)) est un corps, on pourra additionner et multiplier les

suites. En particulier

(s„) + (ôn) (sn + ôn)

(8n) (<5„) (S(Â + 8lA-l + ••• + Sn^o) •

On dit que S e F2N <= F2 ((-^0) est algébrique (sur F2 (X)) si il existe des

polynômes av, av_ l5 a0 e F2 [X], non tous nuls, tels que

uv Sv + civ~i Sv 1 + + ciq =0
Considérons en particulier l'équation quadratique

(1 +X)3 S2 + (1 +X)2 S + X 0

On vérifie sans peine qu'elle admet deux solutions S M (suite de Morse)
et S M + 1 + X)~1. Cette seconde solution s'obtient à partir de M
en échangeant les 0 et les 1. Elle a donc la même structure et nous l'appellerons

encore suite de Morse. D'une façon générale, nous ne nous
intéresserons pas au nom des lettres constitutives. On parlera donc de la suite
de Morse construite sur l'alphabet { a, b } par exemple.

Avant de formuler notre résultat principal, nous pensons intéressant
de signaler deux suites algébriques qui nous semblent remarquables.

Exemple 1 (Rudin [14], Shapiro [15]). Soit S (rn) l'une des 2 solutions
de l'équation quadratique

(1 +X)5 S2 + (1 +X)4 S + X2 0

La suite S est celle qu'ont trouvée Rudin et Shapiro indépendamment l'un
de l'autre et qui vérifie l'inégalité

N

VN> 1, V 6 eR | X (-1)7"" e2iKne I <5 VÎV.
fi=î

Exemple 2 (Baum et Sweet [1]). La seule solution de l'équation cubique

S3 + XS + 1 =0

possède la remarquable propriété suivante. Son développement en fraction
continue (dans F2 ((X))) est à quotients partiels bornés. (Dans le corps
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des réels, on conjecture que tout nombre algébrique de degré 3 au moins

est à quotients partiels non bornés.)
Dans ce qui suit, nous aurons à considérer des corps à q pß éléments

(p premier, g > 1 entier). On dira comme précédemment que S e FN est

algébrique si S e Fq ((X)) est algébrique sur Fq (X).

§ 3. Le résultat

Soient E et E' deux alphabets finis et soient T (tn) e EN, T' (tn)

e E'n. On dit que T' est une image de T si il existe une application a: E

-> E' telle que pour tout n, a (tn) tn.

Théorème 1. Soit E un alphabet fini non vide. Soit T e EN et soit p
un nombre premier. Les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Il existe q pß tel que T soit Limage d'un élément algébrique de

L(c-V'»;

(ii) T est Limage d'une suite engendrée par un p-automate;

(iii) T est Limage d'un point fixe d'une p-substitution.

L'équivalence entre (ii) et (iii) était connue de Cobham [3]. Dans un
autre article, Cobham [2] établit que si une suite est engendrée à la fois

par un ^-automate et par un #2-automate, alors elle est périodique à partir
d'un certain rang pourvu que gx et g2 soient multiplicativement
indépendants. Ce résultat se traduit donc par le corollaire suivant.

Corollaire. Soient q1 ~ pyfi et q2 p\2 où p1 ^ p2 (premiers).
Soit (sn) une suite infinie d'entiers 0 < en < min {#l5 q2 }. Si

00

Si E £„X"eF31((X))
n 0

est algébrique sur Fqi
/
(X) et si

00

s2 Z enX"eFq2((Xj)
n 0

est algébrique sur F,2 (X), alors S1 et S2 sont tous deux rationnels.
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