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4. LE THEOREME FONDAMENTAL (SPLITTING PRINCIPLE)

Définition 4.1 [11, [2]. Un pré-i-anneau R est un A-anneau (special
A-ring) si les A-opérations vérifient les propriétés supplémentaires [1], tri-
vialement vérifiées sur les sommes d’éléments de rang 1 :

@O A4 =1+1¢
(i) A" (xy) = P, (A1 (x), o0y A (x); A1 (), s A (1))
(i) A" (A" (x)) = P, (A1 (%), ooy A" (x))
ou P, et P,, sont des polynémes a coefficients entiers (donc définis par
leur valeur sur les sommes d’éléments de rang 1). Le sous-ensemble de R
vérifiant les formules (ii) et (iii) est fermé pour [’addition [1], [2]. Une

forme faible (équivalente si R est sans torsion en tant que groupe abélien)
de ces conditions s’exprime aisément en termes d’opérations d’Adams

[1], [2]:

(1) Y*: R— R est un endomorphisme d’anneau (et méme de A-
anneau)

(@) Yoyt = yloyt =y,

Nous désirons montrer que R, (G) est un A-anneau. Si P e 2§, P est
I'image d’un projecteur dans un AG-module V, A-libre de type fini

p>=p: V-V (Imp=P)

(par exemple V' = P @ Q ou Q est un inverse projectif de P muni de la
G-action triviale). En choisissant une A-base de V, p e M, (4) et, si ¢ : G
— GL, (A) est de la forme matricielle de V, on a

Vo= o* (4.
De méme, si P’ € 2%, on peut écrire
Pr=im(p :V'-V'), p?> =p et V' =c*(4").

Rappelons que R, (M,x M,) est le groupe de Grothendieck de la caté-
gorie Z,(M,*xM,) des A(M,x M,)-comodules A-projectifs de type
fini o 4 (M, xM,) = A[X;{, ..., Xp; Yigy ooy Y], Comme on Ia vu,
R, (M, > M,) est un pré-A-anneau. Le fait crucial pour la suite est le
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LEMME 4.2. (p, p’) définissent un homomorphisme de pré-A-anneaux
Ol(p, pl) : RZ (Mn X Mm) = RA (G)

tel que [P, [P']le a(p,p’) Ry (M,x M,).

Preuve. Si E est un Z (M, *x M,,)-comodule, on lui associe e, (E) = A
® zE muni de P’action canonique de M, (4) X M, (A) définie sous 2.2.
Ainsi le couple (p, p’) de matrices agit comme un projecteur sur e, (E).
Le A-module projectif image de ce projecteur (p,p’) e, (E) est muni
d’une action du groupe G car

a(g)'p=p-o(g et (g p =p o)
par hypothése. On pose alors

a(p,p)(E) = (p,p") " e4(E).

Maintenant, si 0 - E' > F - E” - 0 est exacte dans %, (M,X M,,),
alors

O0—(p,p)-e (E) = (p,p) e (E) > (p,p) ey (E") =0

est exacte dans 29 (en tant que A-module, e, (E) = e, (E") ® e, (E")
et 'action de (p,p’) sur e, (E') @ e, (E") est de la forme (‘PP (,*0).
Enfin, par fonctorialité des puissances extérieures,

(p,p) - A (e4(E)) = A ((p, p) - e4(E)).

Pour terminer, on remarque que [P] = o (p,p’) [Z;I] et [P'] = a(p,p’)
[Z,] ou Z,, (resp. Zy,) est le Z (M, x M,)-comodule défini par

dgn 22" > Z{X11, s Xos Vit oo Y]l ® Z"; 6> ;01X Qe
Py
(resp. dym: Z" > Z[ X115 s Xons Y15 oos Y] @ Z7;

Py

eir> >0 Y;®e)). ]

Si F est un corps, on peut, en vertu du lemme 3.3, identifier Rp (M, X M,,)
au sous-anneau de Ry (GL,*x GL,) engendré par les représentations ne
faisant intervenir ni det (X)™ !, ni det (Y)~*. Par [9, lemme 5], les repré-
sentations polynomiales simples de GL, X GL,, sur un corps sont classifiées
par les poids dominants. Comme la condition de se prolonger a M, X M,
(c’est-a-dire de ne faire intervenir ni det (X)™ !, ni det (¥)™ ') se lit sur
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les poids, la démonstration de J.-P. Serre [9, théoréme 5] passe au cas du
monoide M, x M, et livre que ’homomorphisme d’extension des scalaires:

i: RZ(M,,X Mm) ; RQ(Mn X Mm)

est un isomorphisme.

PROPOSITION 4.3. Le pré-A-anneau R, (M, % M,) est un A-anneau.

Preuve. Pour établir les formules (i) et (iii) de la définition 4.1, on
utilise un résultat de J.-P. Serre [9, théoreme 4]:

si R, (T,) désigne I'anneau des représentations polynomiales du tore T,
(matrices diagonales) d’algébre de Hopf 4 (T},) = 4 [X4, ..., X;], P’homo-
morphisme de restriction:

RQ (GLn X GLm) > RQ (Tn+m)
est injectif. Donc la composition
Ry (M, % M,) > Rg (M, x M,) >—> Rq(GL,X GL,) >—> Ro(Tsn)

est injective. Or les représentations polynomiales du tore 7, ,, sont sommes
de représentation de rang 1. ]

THEOREME 4.4. Le pré-i-anneau R, (G) est un A-anneau.

Preuve. 11 suffit d’établir les formules (i1) et (iii) de la définition 4.1
pour des classes [P] et [Q] d’objets de 2§ (générateurs additifs de R, (G)).
Par le lemme 4.2, on se réduit a vérifier ces formules dans R, (M, x M,,),
ce qu'on a fait a la proposition 4.3. -

PROPOSITION 4.5. Si A est un anneau de caractéristiqgue p > 0, alors
Y? = Frob, : R,(G) » R,(G)
Preuve. Comme au théoréme 4.4, il suffit de montrer que
P = Fl’Ob* . RFP (Mn) > RFP (M”) .

Or, RFp (M,) >—> RFp (GL,) est injective, et 1’égalité a déja été établie
sur RFp (GL,) au corollaire 3.7. ]
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