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I1I. SPEZIELLE ERGEBNISSE IN KLEINEN DIMENSIONEN

Das Hauptinteresse in dieser Periode lag ganz offensichtlich in der
expliziten Berechnung der Isomorphieklassen der Algebren einer festen
Dimension, nicht jedoch in einer allgemeinen Strukturtheorie. Dabei
wurde, wie im letzten Abschnitt erwihnt, immer eine der verschiedenen
typischen Normalformen zugrundegelegt, mittels Invarianten, wie Ordnung
und Geschlecht, eine grobe Klassencinteilung vorgenommen und diese
genauer untersucht. Leider sind jedoch die meisten der Tabellen nicht
korrekt: entweder sie sind nicht vollstdndig oder sie enthalten auch nicht-
assoziative Algebren, oder schlieB3lich sind einige der aufgefiihrten Algebren
isomorph. Wir wollen auf einige der Fehler hinweisen, nicht aber die
Randbemerkung von Scheffers in [35] vergessen.

,,Die nachfolgenden der Systeme sind mit aller bei so umfangreicher
Rechnung erforderlichen Sorgfalt bestimmt und von den {iberzdhligen
gesdubert worden. Sollten sich doch noch Fehler finden, was der Verfasser
nicht vermuthet, so bittet derselbe um Nachsicht.” Die Klassifikation der
Algebren bis zur Dimension vier ist in [47] enthalten. Wir hatten schon
erwihnt, dafl Study eine Algebra in der Dimension vier ausgelassen hatte,
die Tabellen der Algebren kleinerer Dimensionen sind dagegen vollstdndig.
Im Jahre 1890 bearbeiteten Scheffers [35] und unabhingig davon Rohr [33]
den Fall der fiinf-dimensionalen Algebren. Wir wollen kurz auf die Scheffer-
sche Klassifikation der kommutativen Algebren eingehen. Es gibt genau
zwanzig Isomorphieklassen von kommutativen Algebren. Scheffers erhalt 21
und tatsdchlich sind die folgenden zwei lokalen Algebren isomorph. Sei
X4, ..., X4 €ine Basis des Radikals. Dann findet sich als Algebra XIX folgende
Multiplikationstabelle

XIX X1 Xy X3 X4
X4 0 x, 0 0
X, Xys X3 x4 0
X3 x, O 0
X4 0 0 0

Wihlen wir nun als neue Basis y; = X,, ¥, = X3, Y3 = X4, V4 = X
— x5, so geht die Algebra iiber in:
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Y1 V2 V3 Va
Y1 V2 V3 0 0
Va2 V3 0 0 0
V3 0 0 0 0
Va 0 0 0 0

Und dies ist die Algebra (XX) in Scheffers Tabelle.

Ansonsten ist diese Liste der kommutativen Algebren der Dimension
flinf vollstdndig.

Die Algebren der Dimension sechs wurden von Voghera, Hawkes und
Starkweather studiert. Die kommutativen Algebren in dieser Dimension
betrachtete Hazlett [24]. In [51] bespricht Voghera die Resultate von
Hawkes [21] und Starweather [45]. Die Arbeit von Voghera enthilt wohl
die genaueste Tabelle der sechsdimensionalen Algebren zu dieser Zeit.
Wir mochten seine Resultate beziiglich der nichtlokalen unzerlegbaren
Algebren kommentieren. Zwei seiner Algebren (VI 134, VI 136 in seiner
Nummerierung) sind nicht assoziativ. Sei ndmlich ey, ..., ¢, eine Basis der
Algebra, so fiihrt er die folgenden beiden Algebren auf.

VI 134 | ey e, e; e, es eg VI 136 | e e, e; e, es eg
ey 0 0 0 0 0 e e, 0 0 0 ¢ O O
e, 0 0 0 0 e O e, 0 0 e 0 0 e
e; 0 e 0 e 0 O e 0 O e; 0 O
ey e; e, e3 e, 0 O e, e, e 0 e, 0 O
es 0 0 0 0 e O es 0 0 e3 0 es O
€ 0 0 0 0 0 e €g 0 0 0 0 0 e

aber (e3-e;) es # e3(ey e5) in VI134 und (e, eq) e; # e, (eg - €3)
in VI 136.

Sonst ist seine Liste dieser Algebren aber korrekt. Man sollte dabei
beachten, daf3 er die Multiplikationstabellen von antiisomorphen Algebren
nur einmal aufschreibt, und angibt, wann eine Algebra antiisomorph zu
sich ist. Insgesamt erhdlt man 2 unendliche Serien und 64 diskrete Iso-
morphietypen von nicht lokalen 6-dimensionalen Algebren.

In hoheren Dimensionen sind nur noch gewisse Klassen von Algebren
oehandelt worden. So beschreibt etwa Hawkes in [22] die sieben-dimen-
sionalen nichtlokalen Algebren.
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Wir wollen mit einigen ziemlich fliichtigen Bemerkungen tiiber die
weitere Entwicklung schlieBen. Die Theorie verzweigte sich in verschiedene
Richtungen. Die allgemeine Strukturtheorie der assoziativen Ringe, die
in [53] schon neue Ansdtze gegeniiber der bislang iiblichen Betrachtungs-
weise zeigt, wurde in den Biichern von Albert, Artin-Nesbitt-Thrall und
Jacobson zusammengefal3t, dabei verlagerte sich das Interesse im Falle
eines beliebigen Grundkorpers sehr bald auf die endlich-dimensionalen
Divisionsringe. Es gibt spdter nur wenige Artikel, die sich mit der expliziten
algebraischen oder geometrischen Klassifikation von Algebren beschéftigen.
Dies mag daran liegen, dal3 es nur eine geringe Hoffnung gibt, dieses Ziel
mit rein algebraischen Methoden zu erreichen. Wir wissen nur von zwei
Arbeiten, die die Klassifikation weiterverfolgten. Dies ist einmal ein Artikel
von Hausdorff [17] und dann insbesondere die Arbeiten von Scorza [41, 42].
Beide interessieren sich fiir Algebren iiber speziellen nicht algebraisch
abgeschlossenen Korpern und geben Klassifikationen bis zur Dimension
fiinf. Schon damals scheinen allerdings die dlteren Ergebnisse unbekannt
gewesen zu sein. So verweist Scorza lediglich auf die eingangs erwidhnte
Arbeit [47] von Study.
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