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JI. ALLGEMEINE KIASSIFIKATIONSMETHODEN

Die geometrischen Ideen von Study haben die spitere Entwicklung
nicht beeinflult. Die folgende Zeit war durch ein Wechselspiel zwischen der
Entwicklung allgemeiner Struktursdtze und Versuchen, die Algebren
kleiner Dimension tatsdchlich zu klassifizieren, charakterisiert. Das Haupt-
ziel war jedenfalls die Beschreibung einer Normalform fiir endlichdimen-
sionale Algebren, aus der man dann durch explizite Berechnungen die
einzelnen Isomorphietypen ableiten kann. Solche Normalformen wurden
etwa in [21], [36] und [27] formuliert. Wir verzichten hier darauf, diese
Normalform zu skizzieren: Man wiirde sie heute unmittelbar aus mittler-
weile bekannten Struktursitzen, wie denen von Wedderburn-Malcev und
Wedderburn-Molien ableiten, die eben bei der Beschéftigung mit dem
Normalformproblem entwickelt wurden. Diese allgemeinen Ergebnisse
haben sich ja in den Lehrbiichern tradiert. Wir wollen nun einige Ergebnisse
erldutern, die sich im Zusammenhang mit der Klassifikation in kleinen
Dimensionen als niitzlich erwiesen haben.

Scheffers Beitrdge [36] zu der Theorie ermdglichten einige Verein-
fachungen im Aufstellen der Algebren einer festen Dimension. Zunéchst
fiihrte er den noch heute tiblichen Zerlegbarkeitsbegriff ein. Da die Klassifi-
kation induktiv durchgefiihrt wurde, konnte man sich somit auf unzerleg-
bare Algebren (also Algebren ohne nicht-triviale zentrale Idempotente)
beschranken. Er unterteilte die Algebren in Quaternionensysteme und
Nichtquaternionensysteme. Quaternionensysteme sind dadurch gekenn-
zeichnet, dal3 sich die Algebra aller 2 X 2-Matrizen iiber C als Unteralgebra
einbetten 14B3t. Und er bewies, dal3 es keine unzerlegbaren Quaternionen-
systeme der Dimension fiinf oder sechs geben kann.

Die Nichtquaternionensysteme mit mehreren orthogonalen Idem-
potenten bereiten naturgemill keine groBen Schwierigkeiten. Somit lag
also die Hauptschwierigkeit bei der Klassifikation der lokalen Algebren.
Es gab einige Ansitze [44], [45], um lokale Algebren allgemein zu klassifi-
zieren. Aber dies fithrt zu Resultaten, die keinen Hinweis enthalten, ob
die damit verbundenen Rechnungen in hoheren Dimensionen iiberhaupt
durchfihrbar sind.

Bei der Klassifikation der lokalen Algebren wurde eine schon erwadhnte
Idee von Study aufgegriffen. Man unterteilte diese Algebren nach ihrer
Ordnung und konnte fiir gewisse Extremwerte eine vollstindige Klassifi-
kation durchfithren. Wir wollen dies an einem Beispiel vorfiihren. Sei 4 u
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eine lokale Algebra der Dimension #n (n>4) und ord (4) = n — 1. Es
gibt also x, y im Radikal von 4, so daB x, x?, .., X"~ 2.y eine Basis bilden.
Man sicht leicht, daB wir annehmen kénnen: xy = 0, yx = ax" "%, y?
= bx"" 2 mit a,be C. Und die Voraussetzung n > 4 erlaubt nun, die

Parameter a, b wie folgt zu wihlen:

(a, b) A

(0,0) k[x,y]/(x""1 y2, xy)

(0, 1) k[x,y]1/(x""% =%, xy)

(1,0) k<x,y>/[(x""?=yx,y*, xy)

(1, 1) k<x,y>[(x""2=y*xy,yx—y%)

(wobei k < x,y > die freie Algebra in zwei Erzeugenden bezeichnet)
Diese Ergebnisse sind in [27], [36] enthalten. Eine weitere Moglichkeit zur
Untersuchung der lokalen Algebren liefert der Begriff des Geschlechts
einer lokalen Algebra. Dies ist die Zahlenfolge (dim J/J'* 1), i = 0,1, 2, ...,
mit J = rad 4. Diese Unterteilung in grobe Klassen (nach Ordnung und
Geschlecht) kann man sehr gut in der Arbeit von Voghera [51] erkennen.

Wir wollen abschlieBend festhalten, daf3 in schwierigen Fillen (z.B.
ord (A) = 3) umfangreiche Rechnungen erforderlich waren, um diese
grobe Einteilung so zu verfeinern, daBl man die einzelnen Isomorphietypen
erhdlt. Da in hoheren Dimensionen, ndmlich fiir » > 4, die Klassifikation
nicht mehr endlich ist, ergab sich zusitzlich das Problem, einen minimalen
Parameterbereich fiir die unendlichen Serien anzugeben. Dieses Problem
wurde in einigen Fillen auch gelost.

So enthidlt die Arbeit von Study [47] folgende Multiplikationstabelle
einer Serie vierdimensionaler lokaler Algebren. Dabei bezeichne ¢, e,
¢,, e eine Basis der Algebra.

€o ey e, es
€o €9 €q €, €3
ey e, e3 e O
62 62 —83 C€3
€3 e; 0 0 0

Der minimale Parameterbereich fiir ¢ ist die projektive Gerade iiber C.
Genauere Untersuchungen zur geometrischen Struktur solcher Para-
meterbereiche wurden jedoch damals nicht angestellt.

L’Enseignement mathém., t. XXVI, fasc. 1-2.
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