Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 26 (1980)

Heft: 1-2: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE
Artikel: OPERATIONS SUR LES MODULES BILINEAIRES
Autor: Revoy, Philippe

Anhang: Appendice: Discriminant et déterminant

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-51059

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 29.11.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-51059
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

88 —

=e, te —ey —e = —(e,—e;) (e,—e;). On a, de méme, une appli-
cation naturelle  de G x G dans J? qui au couple (a, b) associe le produit
a.b dans A; = Z [G]/I; il est clair que cette application est symétrique.
De plus ¥ (a,b) + ¥ (a,c) — ¥ (a, bc) est 'image dans A; de (e;—e,)
(e;—e,) (e;—e.), cest-a-dire que Y induit une application biadditive
symétrique de G x G dans J?, ;3 qui est surjective car les €léments a . b
engendrent J2. On voit immédiatement que ¥ (¢, b) = 0 si ae N,,, donc
Y induit une surjection de W sur le groupe J?, ;3- Une démonstration
directement inspirée de [8], III, § 5, permet de montrer que cette surjection
est un isomorphisme.

APPENDICE: DISCRIMINANT ET DETERMINANT

Soit X = Spec (R) 'ensemble des idéaux premiers de R muni de la
topologie de Zariski et H, (R) I’anneau des fonctions continues de Spec (R)
dans Z muni de la topologie discréte. Comme X est quasi-compact, un
élément f de H, (R) est la donnée d’une partition finie de X en parties
ouvertes et fermées X; et pour chaque X; d’un entier naturel »; qui est la
valeur de f sur X;. Si Pe 2 (R), pour chaque idéal premier p, P, est un

A,-module libre de rang r, (p); la fonction r, définie sur X par p = r,(p)

est continue (i.e. localement constante). C’est donc un élément de H, (R)
qu’on note r,. On a alors un homomorphisme d’anneaux r : K, (R) — H, (R)
Car g,y = Iy T Fp, €t Fogo = 1) 7o, dont le noyau mesure la non-
liberté (stablement) des R-modules projectifs de type fini ([2]). Cet
homomorphisme est surjectif car si fe H,(R) est positive et f~*
(n,) = X;,= Spec (Re), P= @ (Re)"" est un R-module projectif
de type fini de rangr, = f.

Soit de nouveau fe H, (R) une fonction positive; nous pouvons définir
sur K, (R), K32 (R), ... des opérations A/ et ¢/. En effet, soit n; la valeur

prise par fsur X; = Spec R e;: tout module projectif P est somme directe

des Pe; et on pose A/P = @ A" (Pe,) et de méme pour SB ou pour |

iel
des modules bilinéaires ou quadratiques. En particulier, on appelle déter-
minant de P, le R-module A™P qui est projectif de type fini et de rang 1
et on le note dét P ([2]). On voit immédiatement que dét (P@ Q) = dét P
® dét Q. Les opérations A/ et S/ et ’homomorphisme déterminant
s’étendent a K, (R), tout entier ainsi qu’aux anneaux considérés dans la
partie 3 (si N € Pic (R), dét N = N et inverse de N est N*; ainsi dét (—[P])
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= dét (P)*...). Lhomomorphisme déterminant va de K, (R) dans Pic (R);
N®' se définit pour fe Hy (R) par @ (Ne)®"i @ (N*e)®"?))

n;>0 n; <=0

Dans le cas des modules bilinéaires, symétriques ou alternées, ou encore
quadratiques, on définit le discriminant de (M, ¢, N) comme le module
bilinéaire dis () = (dét M, A" Mp, N® M) et on a la formule dis (¢ ® ¢')
= dis ¢ ® dis ¢’. On obtient ainsi par exemple des homomorphismes
dis : KS2(R) —» U(KSE(R)) et dis: K§¥(R) » U (K5° (R)), ces deux
derniers groupes se déterminent aisément. On a un homomorphisme sur-
jectif de ces deux groupes dans Ip (R) groupe des éléments inversibles de
H, (R) (fonctions continues de Spec R dans { —1, +1 }) dont le noyau U,
est respectivement I’ensemble des classes d’isomorphisme des paires (P, o),
P e Pic (R), « isomorphisme de P ® P dans R, et des triples (P, «. Q),
P, Q_ggl_c (R) et o isomorphisme de P ® P dans Q. On a alors les deux
suites exactes de groupes abéliens

U(R)?>— U(R) - U,(K5" (R)) - Pic(R)*>-> Pic(R)
U(R)2— U(R) - U, (K58 (R)) - Pic(R) = 0

Le groupe U, (KgB (R)) est le groupe £ (R) considéré dans [7]. Le dis-
criminant d’un module bilinéaire alterné est toujours un module bilinéaire
symétrique de rang 1. Dans le cas quadratique, cela dépend de la parité
du rang du module. On dispose dans ce cas d’un invariant plus fin, I’in-
variant d’Arf pour lequel nous renvoyons a [7] et qui se raméne au discri-

minant si 2 e R.

Le discriminant d’un module métabolique ou hyperbolique n’est pas
toujours trivial. En effet, dis H (P) est canoniquement isomorphe 2
(dét P @ dét P*, ¢, A) ot ¢, : dét P ® dét P* — A est I'isomorphisme qui
envoie le générateur canonique de dét P ® dét P* sur (—1)"P. Pour obtenir
une application discriminante sur K52 (R) nulle sur les espaces hyper-
boliques, il faut modifier la définition du discriminant en multipliant le
discriminant ordinaire par un facteur correctif dépendant du rang du
module. Ce n’est plus un homomorphisme de groupes mais cela le redevient
st on fait intervenir le rang modulo 2 du module.

Une derniere remarque: soit (M, ¢, N) un module bilinéaire (ou qua-
dratique) tel que r), soit impair, donc de la forme 1—2 f. Alors A Mp est
un isomorphisme de dét M ® dét M sur N® M ce qui montre que N est
isomorphe & (dét M®N ®fyz Q ® O de sorte qu’on peut ramener
(M, ¢, N) a une forme bilinéaire a valeurs scalaires sur M Q@ OF.
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