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1. GENERALITES

1.1. Définitions

1) Un module bilinéaire e-symétrique est un triple (M, ¢, N) ou M
et N sont des R-modules et ¢ une application bilinéaire de M X M dans N
telle que ¢ (¥, x) = ¢ ¢ (x, y), quels que soient x et y dans M. Sie = + 1,
@ est symétrique; sinon ¢ est antisymétrique.

2) Un module alterné est un triple (M, o, N) ou ¢ : M X M - N
est bilinéaire et vérifie ¢ (x, x) = 0 pour tout x de M.

3) Un module guadratique est un triple (M, g, N) ou g est une appli-
cation de M dans N vérifiant:

(i) g (Ax) = A%*q (x) pour tout couple (x, 1) de M x R;

(i) (x,y)—>qg(x+y)— g(x) — g (p) est une application bilinéaire (symé-
trique) qu'on note ¢, de M X M dans N.

1.2. Remarques

(1) Les objets (M, @, N) (resp. (M, g, N)) définis en 1.1 seront aussi
notés (M, ¢) ou ¢ (resp. (M, q) ou q) suivant le contexte et appelés appli-
cations bilinéaires (resp. quadratiques). Si M et N sont fixés, les appli-
cations @ (ou ¢g) forment un R-module pour la somme des applications
et la multiplication par un scalaire. Si N = R, ou plus généralement
(suivant une idée de T. Kanzaki), si N est un R-module projectif de type
fini et de rang 1, on parlera de formes bilinéaires ou de formes quadratiques.

2) Tout module alterné est antisymétrique. Inversement, si 1’homo-
thétie de rapport 2 dans N est inversible (ou si 2 est inversible dans R),
alternée et antisymétrique sont synonymes. Si ’homothétie de rapport 2
est inversible dans N (ou dans R), il y a une bijection naturelle entre appli-
cations quadratiques et applications bilinéaires symétriques par g — @,

1
et o = q,(x) = 3 @ (x, x).

Si par contre 2 = 0 dans N (ou dans R), g quadratique implique ¢,
alternée car ¢, (x, x) = 2q (x). De plus ¢ alternée entraine ¢ symétrique
et ¢ e-symétrique ne dépend pas de e.

e
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1.3. Somme orthogonale

La somme orthogonale de deux objets (M, ¢, N) et (M’, ¢’, N') peut
se définir méme si N et N’ sont distincts mais nous supposerons ici toujours
N= N :(M,¢p, NV L(M', ¢', N') c’est le module bilinéaire défini sur
M @ M’ et i valeurs dans N (= N’) dont la forme ¢ L ¢’ est donnée par
la formule:

@ Lo ((x,x),(3,y)) = o(x,») + o' (x',)).

On définit de la méme fagon la somme orthogonale de deux modules qua-
dratiques.

1.4 Morphismes

Les modules bilinéaires symétriques (resp. antisymétriques, resp.
alternés, resp. quadratiques) forment une catégorie. Nous noterons Bily
la sous-catégorie formée des objets (M, ¢, N), N fixé, ou les morphismes
sont les applications linéaires u : M — M’ telles que le triangle

Mx M

Uuxu N est commutatif.

M 'x M’

La somme orthogonale est alors un foncteur de Bily x Bily dans Bily,
associatif et commutatif & isomorphisme prés. On définit de fagon analogue
les catégories Symy, ASymy, Alty, Quady ... La définition de la somme
orthogonale de deux modules quadratiques montre que

(1) QDq_qu = QDq 1L Cpq’

ce qui s’écrit encore en disant que le carré suivant est commutatif 3 iso-
morphisme prés:

1
Quady x Quady —— Quady
ox9 | Lo

Bily x Bily, —>  Bil,
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1.5. Formes non dégénérées

Soit (M, ¢, R) une forme bilinéaire. A ¢ sont associées deux applica-
tions linéaires de M dans son dual M* = Hom (M, R), s, et d,, définies
par s, (x) () = @ (x,y) et d,(x)(y) = ¢ (y, x). Comme ¢ est e-symé-
trique, d, = ¢5,. On dira que ¢ (ou (M, @)) est non dégénérée si d,,
et donc s, est un isomorphisme de R-modules. Cela implique, en trans-
posant d,, que M est réflexif. Dans le cas d’une forme quadratique, on
dira que g est non dégénérée si la forme bilinéaire symétrique associée
¢, lest.

Une généralisation peut se faire aux cas d’applications bilinéaires
(ou quadratiques), le cas le plus intéressant €tant celui ou N est projectif
de type fini et de rang 1 (on notera que dans ce cas un R-module projectif
de type fini M est N-réflexif en ce sens que I'application naturelle Cy, y : M
— Hom (Hom (M, N), N) est un isomorphisme de modules). On dira
donc, dans ce cas, que (M, @, N) est non dégénéré sis, : M — Hom (M, N)
est un isomorphisme de R-modules, et de méme dans le cas quadratique.
Ainsi par exemple si P est projectif de type fini et de rang 2, le triple
(P, A, A*P) ou A (x,y) = x,p est un module alterné non dégénéré.

Notons les propriétés suivantes: la somme orthogonale de deux formes
non dégénérées est non dégénérée; un lemme classique ([1]) dit que si
u:(M,p, Ny —> (M', ', N) est un morphisme de formes bilinéaires et si
¢ est non dégénérée, u identifie M a un facteur direct de M’ et il existe
un sous-module M de M’ tel qu’en désignant par ¢ la restriction de ¢’
a M’, on ait un isomorphisme:

(M’,¢") =(M,p) L(M",0").

1.6. Extension des scalaires

Soit R — S un homomorphisme d’anneaux et (M, @, N) (resp.
(M, g, N)) un module bilinéaire (resp. quadratique). Il existe sur le couple
de S-modules (M ® xS, N®S) une application bilinéaire ¢g (resp. qua-
dratique ¢g) unique telle que ¢@g(x®s, y®s) = @ (x, x") @ ss" (resp.
gs (x®s) = g (x) ® s*). Dans le cas quadratique, on a Pes = (@g)s
L’extension des scalaires ainsi définie commute a la somme orthogonale.

Si le module bilinéaire ¢ (ou ¢g) est non dégénéré, il en est de méme de
¢ (ou gg) quelle que soit R — S. En sens inverse, si M est projectif de
type fini, la forme ¢ (ou ¢g) est non dégénérée si et seulement si toutes ses
localisées (extension aux anneaux R,, m maximal, ou R,, p premier) sont

non dégénérées.

g
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1.7. Espaces hyperboliques

Soient M et N deux modules et h(M, N) = M © Hom (M, N):
ce dernier posséde une structure bilinéaire naturelle, e-sy etrlque ou qua-
dratique obtenue en posant

(. £).(y.9) = f(3) + 29 (x)
\I\ q(x:J = f(x)

oux,veM, f,ge Hom (M, N). On a ¢, = 19 €t _;p est alternée.

Ce module bilinéaire (ou quadratique) s’appelle I'espace hyperbolique
du couple (M, N), ou de W, si N est fixé. On a I'isomorphisme canonique
suivant: A(MSM', Ny~ h(M, N)Lh(M',N). Si «:M; - M, est
un isomorphisme de modules, A(z) :h (M, N)— h(M,, N) donné par
o 0

1!
h(..N) est un foncteur covariant de la catégorie des R-modules, avec
pour morphismes les isomorphismes, dans la catégorie Bily (ou Quady),
qui commute a la somme, directe pour les R-modules, orthogonale pour
les modules bilinéaires ou quadratiques.

La non dégénérescence de /i (M, NV) est lide a la réflexivité de M soit
Cy v: M — Hom (Hom (M, \V), N) l'application canonique qui a m

associe f —m (f) = f (m). La matrice de 5,: M < Hom (M, V) —
0
)

s1 bien que A (M, N) est non dégénéré si et seulement si W est N-réflexif,
cest-a-dire si Cy v est un isomorphisme. Si on suppose que W = Z (R)
t que .V est projectif de type fini et de rang 1, alors A (M, V) est non
dégénéré.

la matrice ( est un isomorphisme de modules bilinéaires. Ainsi

j .
Hom (M, V)% Hom (Hom (M, N), V) est la matrice | Hom M, )

c C}J: A O

(U

1.8, Espaces métaboligues

Rappelons que dans un module bilinéaire (M, o, N), deux éléments
7 et v de M sont dits orthogonaux si @ (x,y) = 0. Si M, est un sous-
module M, les éléments de M orthogonaux a tous les éléments de W/,
forment un sous-module noté M7, V'orthogonal de M. Le sous-module M,
de M est dit totalement isotrope s’il est contenu dans son orthogonal (dans
le cas d’'un module quadratique, on rajoute la condition ¢ (x) = 0 quel
que soit x dans M ).
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Définition. Un module bilinéaire (M, ¢, N) non dégénéré ou N est
projectif de type fini et de rang 1 est métabolique s’il existe un sous-module
M de M totalement isotrope et égal a son orthogonal.

Dans le cas quadratique, on définira de méme un module métabolique.
Un module hyperbolique 4 (M, N) est métabolique s’il est non dégénéré:
il suffit de prendre pour M,, M ou bien Hom (M, N). Dans le cas des
modules quadratiques, on a la réciproque bien connue: modules quadra-
tiques métaboliques et hyperboliques coincident.

Dans le cas bilinéaire, symétrique par exemple, soit R* muni de la
forme bilinéaire ¢ ((x, ), (x', ")) = xy’ + x'y + yy’. Cest un module
métabolique avec M; = R(1,0) = Re; et soit e, = (0,1). Pour que
(R?, @) soit hyperbolique, il est nécessaire et suffisant qu’il existe z = xe,
+ ye, tel que ¢ (z, z) = 0 et tel que (ey, z) soit une base de R?, c’est-a-dire
ye U(R) ou encore y = 1. Or, ¢ (xe;+e,, xe; Te,) =1 + 2x ne peut
étre nul que si 2 est inversible dans R. Le module (R?, ¢) est donc hyper-
bolique si et seulement si 2 € U (R). De facon générale, si 2 est inversible
dans R, les notions de modules métaboliques et de modules hyperboliques
sont les mémes.

Sans faire d’hypothése sur 2, considérons un module métabolique
(M, @, N) et soit P un sous-module de M tel que P = P. Alors en tant
que R-module, M s’identifie a P @ Hom (P, N) et I’application linéaire
associée & ¢ de P @ Hom (P, N) dans Hom (P, N) @ Hom (Hom (P, N), N)

O 1Hom(P,N)

a une matrice de la forme < > ou Cp, y est Papplication

eCp y «
canonique de P dans le N-bidual de P. On voit alors que M est hyper-

bolique si et seulement si il existe un supplémentaire P’ de P isomorphe a
Hom (P, N) tel que l’application o’ obtenue comme « est ’application

nulle. Or, un calcul facile montre que la forme (x, ») % o (x) () est e-symé-

trique et que o et o différe par une forme T(B) = B + ¢ ou B (x,»)
= B (y, x), de sorte que M est métabolique si et seulement si o est de la
forme T (B). Il est alors facile de voir que c’est toujours le cas si 2 est inver-
sible dans R.

1.9. Groupes universels

En nous restreignant a des sous-catégories pleines convenables de
modules bilinéaires (ou quadratiques), nous allons définir divers groupes
universels. Soit N € Pic (R); on appelle Symbil (N) (resp. As (N), Alt (N),




Quad (N)) la sous-catégorie formée des modules bilinéaires symétriques
(M, @, N) (resp. antisymétriques, alternés, quadratiques) non dégénérés
dont le module sous-jacent M est projectif de type fini. Le formalisme de la
K-théorie algébrique ([1], Ch. 1) est adapté a ces situations. Ainsi a ’aide
de la somme orthogonale on obtient des groupes abéliens qu’on note
KYmbl (N), K (N), Kg" (N) K€ (N): ce sont les groupes universels
(ou de Groethendieck) pour les applications f de I’ensemble des classes
d’isomorphisme d’objets de la catégorie correspondante dans les groupes
abéliens G tels que f (M L M) = f (M) + f(M’) dans G.

Soit alors K, (R) le groupe de Groethendieck de la catégorie P (R)
des R-modules projectifs de type fini et notons [M] la classe dans ce groupe
du module M. L’application f qui au module bilinéaire M associe [M]
(foncteur oubli) induit d’aprés le caractére universel des groupes définis
ci-dessus des homomorphismes de groupes abéliens K, (F) : Kg (N)
— K, (R) (le point . remplagant Symbil, As, Alt ou Q). Inversement, I’iso-
morphisme naturel /# (P, N) L h(P,, N) =~ h(P,®P,,N) pour P, et P,
dans P (R) induit des homomorphismes K, (H) : K, (R) = Kg (N).
Dans le cas quadratique, on appelle groupe de Witt des types de formes
quadratiques de N, le conoyau de K& (H).

Dans les autres cas, on peut définir deux groupes de Witt selon que
on considére comme triviaux les modules hyperboliques ou plus généra-
lement les modules métaboliques. Mais, en fait, les deux groupes obtenus
sont canoniquement isomorphes.

Ces groupes de Groethendieck et de Witt commutent a ’extension
des scalaires du fait de la propriété analogue de la somme orthogonale.
I en est de méme pour les homomorphismes K (F) et K (H).

Fixons la notation suivante: si (M, @, N) (resp. (M, g, N)) est un
module bilinéaire (resp. quadratique), on notera [(M, ¢)] ou [p] (resp.
[(M, ¢)] ou [g]) son image dans K, (N). On abrégera K3™! en KSB,

2. STRUCTURES MULTIPLICATIVES

Le groupe de Groethendieck K, (R) est muni d’une structure d’anneau
(commutatif et unitaire) par le produit tensoriel. Nous allons voir que
pour les modules bilinéaires et quadratiques nous avons une situation
analogue qui enrichit les groupes K, (V) de structures supplémentaires.
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