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OPERATIONS SUR LES MODULES BILINEAIRES

par Philippe REvoy

Le produit tensoriel d’applications quadratiques présente un caractere
particulier souligné dans [8] et [9]. Nous souhaitons reprendre ici cette
question dans un cadre général et montrer les analogies avec le cas des
formes alternées. On peut ensuite définir dans les deux cas des opérations 4
et o.

Dans les deux premiéres parties, je redonne les constructions classiques
dans le cadre des modules bilinéaires pour définir les groupes et anneaux
universels des différentes catégories de modules bilinéaires.

Dans la troisi¢éme partie, je construis les puissances extérieures et symé-
triques pour les modules quadratiques et les modules alternés; il en découle
pour les anneaux vus précédemment, I’existence d’une structure de pré-
J-anneau. Dans la derniére partie, on aborde la question de savoir si ce
sont des A-anneaux ([10]). Un appendice ébauche la construction d’un
module discriminant, qui posséde une variante plus fine pour les formes
quadratiques, I'invariant d’Arf.

Nous nous plagons constamment dans le cadre affine, bien qu’il soit
clair qu’une démonstration du fait que nous avons affaire 4 des A-anneaux
nécessite probablement la considération des schémas ([10] pour le cas des
modules projectifs de type fini). Le lecteur pourra consulter « Grothendieck-
und Wittrings von nicht ausgearteten symmetrischen Bilinearformen »,
S. B. Heidelberger Acad. Wiss. 1969/1970, p. 93-157 de M. Knebusch dont
nous nous sommes inspirés dans ce travail.

Une partie de 3.2 est tirée de Modules quadratiques de A. Micali et
Pauteur, & paraitre dans les mémoires de la société mathématique de France.
Cet article, qui se veut de syntheése, emprunte, pour les deux premiéres
parties a plusieurs publications, [1], [7], [8] et [9] par exemple et & d’autres
qui n’ont pas €té citées vu le nombre de travaux consacrés A ce sujet ces
derniéres années.

Dans la suite, R désigne un anneau commutatif a élément unité et ¢ vaut
+1 ou —1.
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1. GENERALITES

1.1. Définitions

1) Un module bilinéaire e-symétrique est un triple (M, ¢, N) ou M
et N sont des R-modules et ¢ une application bilinéaire de M X M dans N
telle que ¢ (¥, x) = ¢ ¢ (x, y), quels que soient x et y dans M. Sie = + 1,
@ est symétrique; sinon ¢ est antisymétrique.

2) Un module alterné est un triple (M, o, N) ou ¢ : M X M - N
est bilinéaire et vérifie ¢ (x, x) = 0 pour tout x de M.

3) Un module guadratique est un triple (M, g, N) ou g est une appli-
cation de M dans N vérifiant:

(i) g (Ax) = A%*q (x) pour tout couple (x, 1) de M x R;

(i) (x,y)—>qg(x+y)— g(x) — g (p) est une application bilinéaire (symé-
trique) qu'on note ¢, de M X M dans N.

1.2. Remarques

(1) Les objets (M, @, N) (resp. (M, g, N)) définis en 1.1 seront aussi
notés (M, ¢) ou ¢ (resp. (M, q) ou q) suivant le contexte et appelés appli-
cations bilinéaires (resp. quadratiques). Si M et N sont fixés, les appli-
cations @ (ou ¢g) forment un R-module pour la somme des applications
et la multiplication par un scalaire. Si N = R, ou plus généralement
(suivant une idée de T. Kanzaki), si N est un R-module projectif de type
fini et de rang 1, on parlera de formes bilinéaires ou de formes quadratiques.

2) Tout module alterné est antisymétrique. Inversement, si 1’homo-
thétie de rapport 2 dans N est inversible (ou si 2 est inversible dans R),
alternée et antisymétrique sont synonymes. Si ’homothétie de rapport 2
est inversible dans N (ou dans R), il y a une bijection naturelle entre appli-
cations quadratiques et applications bilinéaires symétriques par g — @,

1
et o = q,(x) = 3 @ (x, x).

Si par contre 2 = 0 dans N (ou dans R), g quadratique implique ¢,
alternée car ¢, (x, x) = 2q (x). De plus ¢ alternée entraine ¢ symétrique
et ¢ e-symétrique ne dépend pas de e.

e
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1.3. Somme orthogonale

La somme orthogonale de deux objets (M, ¢, N) et (M’, ¢’, N') peut
se définir méme si N et N’ sont distincts mais nous supposerons ici toujours
N= N :(M,¢p, NV L(M', ¢', N') c’est le module bilinéaire défini sur
M @ M’ et i valeurs dans N (= N’) dont la forme ¢ L ¢’ est donnée par
la formule:

@ Lo ((x,x),(3,y)) = o(x,») + o' (x',)).

On définit de la méme fagon la somme orthogonale de deux modules qua-
dratiques.

1.4 Morphismes

Les modules bilinéaires symétriques (resp. antisymétriques, resp.
alternés, resp. quadratiques) forment une catégorie. Nous noterons Bily
la sous-catégorie formée des objets (M, ¢, N), N fixé, ou les morphismes
sont les applications linéaires u : M — M’ telles que le triangle

Mx M

Uuxu N est commutatif.

M 'x M’

La somme orthogonale est alors un foncteur de Bily x Bily dans Bily,
associatif et commutatif & isomorphisme prés. On définit de fagon analogue
les catégories Symy, ASymy, Alty, Quady ... La définition de la somme
orthogonale de deux modules quadratiques montre que

(1) QDq_qu = QDq 1L Cpq’

ce qui s’écrit encore en disant que le carré suivant est commutatif 3 iso-
morphisme prés:

1
Quady x Quady —— Quady
ox9 | Lo

Bily x Bily, —>  Bil,
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1.5. Formes non dégénérées

Soit (M, ¢, R) une forme bilinéaire. A ¢ sont associées deux applica-
tions linéaires de M dans son dual M* = Hom (M, R), s, et d,, définies
par s, (x) () = @ (x,y) et d,(x)(y) = ¢ (y, x). Comme ¢ est e-symé-
trique, d, = ¢5,. On dira que ¢ (ou (M, @)) est non dégénérée si d,,
et donc s, est un isomorphisme de R-modules. Cela implique, en trans-
posant d,, que M est réflexif. Dans le cas d’une forme quadratique, on
dira que g est non dégénérée si la forme bilinéaire symétrique associée
¢, lest.

Une généralisation peut se faire aux cas d’applications bilinéaires
(ou quadratiques), le cas le plus intéressant €tant celui ou N est projectif
de type fini et de rang 1 (on notera que dans ce cas un R-module projectif
de type fini M est N-réflexif en ce sens que I'application naturelle Cy, y : M
— Hom (Hom (M, N), N) est un isomorphisme de modules). On dira
donc, dans ce cas, que (M, @, N) est non dégénéré sis, : M — Hom (M, N)
est un isomorphisme de R-modules, et de méme dans le cas quadratique.
Ainsi par exemple si P est projectif de type fini et de rang 2, le triple
(P, A, A*P) ou A (x,y) = x,p est un module alterné non dégénéré.

Notons les propriétés suivantes: la somme orthogonale de deux formes
non dégénérées est non dégénérée; un lemme classique ([1]) dit que si
u:(M,p, Ny —> (M', ', N) est un morphisme de formes bilinéaires et si
¢ est non dégénérée, u identifie M a un facteur direct de M’ et il existe
un sous-module M de M’ tel qu’en désignant par ¢ la restriction de ¢’
a M’, on ait un isomorphisme:

(M’,¢") =(M,p) L(M",0").

1.6. Extension des scalaires

Soit R — S un homomorphisme d’anneaux et (M, @, N) (resp.
(M, g, N)) un module bilinéaire (resp. quadratique). Il existe sur le couple
de S-modules (M ® xS, N®S) une application bilinéaire ¢g (resp. qua-
dratique ¢g) unique telle que ¢@g(x®s, y®s) = @ (x, x") @ ss" (resp.
gs (x®s) = g (x) ® s*). Dans le cas quadratique, on a Pes = (@g)s
L’extension des scalaires ainsi définie commute a la somme orthogonale.

Si le module bilinéaire ¢ (ou ¢g) est non dégénéré, il en est de méme de
¢ (ou gg) quelle que soit R — S. En sens inverse, si M est projectif de
type fini, la forme ¢ (ou ¢g) est non dégénérée si et seulement si toutes ses
localisées (extension aux anneaux R,, m maximal, ou R,, p premier) sont

non dégénérées.

g
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1.7. Espaces hyperboliques

Soient M et N deux modules et h(M, N) = M © Hom (M, N):
ce dernier posséde une structure bilinéaire naturelle, e-sy etrlque ou qua-
dratique obtenue en posant

(. £).(y.9) = f(3) + 29 (x)
\I\ q(x:J = f(x)

oux,veM, f,ge Hom (M, N). On a ¢, = 19 €t _;p est alternée.

Ce module bilinéaire (ou quadratique) s’appelle I'espace hyperbolique
du couple (M, N), ou de W, si N est fixé. On a I'isomorphisme canonique
suivant: A(MSM', Ny~ h(M, N)Lh(M',N). Si «:M; - M, est
un isomorphisme de modules, A(z) :h (M, N)— h(M,, N) donné par
o 0

1!
h(..N) est un foncteur covariant de la catégorie des R-modules, avec
pour morphismes les isomorphismes, dans la catégorie Bily (ou Quady),
qui commute a la somme, directe pour les R-modules, orthogonale pour
les modules bilinéaires ou quadratiques.

La non dégénérescence de /i (M, NV) est lide a la réflexivité de M soit
Cy v: M — Hom (Hom (M, \V), N) l'application canonique qui a m

associe f —m (f) = f (m). La matrice de 5,: M < Hom (M, V) —
0
)

s1 bien que A (M, N) est non dégénéré si et seulement si W est N-réflexif,
cest-a-dire si Cy v est un isomorphisme. Si on suppose que W = Z (R)
t que .V est projectif de type fini et de rang 1, alors A (M, V) est non
dégénéré.

la matrice ( est un isomorphisme de modules bilinéaires. Ainsi

j .
Hom (M, V)% Hom (Hom (M, N), V) est la matrice | Hom M, )

c C}J: A O

(U

1.8, Espaces métaboligues

Rappelons que dans un module bilinéaire (M, o, N), deux éléments
7 et v de M sont dits orthogonaux si @ (x,y) = 0. Si M, est un sous-
module M, les éléments de M orthogonaux a tous les éléments de W/,
forment un sous-module noté M7, V'orthogonal de M. Le sous-module M,
de M est dit totalement isotrope s’il est contenu dans son orthogonal (dans
le cas d’'un module quadratique, on rajoute la condition ¢ (x) = 0 quel
que soit x dans M ).
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Définition. Un module bilinéaire (M, ¢, N) non dégénéré ou N est
projectif de type fini et de rang 1 est métabolique s’il existe un sous-module
M de M totalement isotrope et égal a son orthogonal.

Dans le cas quadratique, on définira de méme un module métabolique.
Un module hyperbolique 4 (M, N) est métabolique s’il est non dégénéré:
il suffit de prendre pour M,, M ou bien Hom (M, N). Dans le cas des
modules quadratiques, on a la réciproque bien connue: modules quadra-
tiques métaboliques et hyperboliques coincident.

Dans le cas bilinéaire, symétrique par exemple, soit R* muni de la
forme bilinéaire ¢ ((x, ), (x', ")) = xy’ + x'y + yy’. Cest un module
métabolique avec M; = R(1,0) = Re; et soit e, = (0,1). Pour que
(R?, @) soit hyperbolique, il est nécessaire et suffisant qu’il existe z = xe,
+ ye, tel que ¢ (z, z) = 0 et tel que (ey, z) soit une base de R?, c’est-a-dire
ye U(R) ou encore y = 1. Or, ¢ (xe;+e,, xe; Te,) =1 + 2x ne peut
étre nul que si 2 est inversible dans R. Le module (R?, ¢) est donc hyper-
bolique si et seulement si 2 € U (R). De facon générale, si 2 est inversible
dans R, les notions de modules métaboliques et de modules hyperboliques
sont les mémes.

Sans faire d’hypothése sur 2, considérons un module métabolique
(M, @, N) et soit P un sous-module de M tel que P = P. Alors en tant
que R-module, M s’identifie a P @ Hom (P, N) et I’application linéaire
associée & ¢ de P @ Hom (P, N) dans Hom (P, N) @ Hom (Hom (P, N), N)

O 1Hom(P,N)

a une matrice de la forme < > ou Cp, y est Papplication

eCp y «
canonique de P dans le N-bidual de P. On voit alors que M est hyper-

bolique si et seulement si il existe un supplémentaire P’ de P isomorphe a
Hom (P, N) tel que l’application o’ obtenue comme « est ’application

nulle. Or, un calcul facile montre que la forme (x, ») % o (x) () est e-symé-

trique et que o et o différe par une forme T(B) = B + ¢ ou B (x,»)
= B (y, x), de sorte que M est métabolique si et seulement si o est de la
forme T (B). Il est alors facile de voir que c’est toujours le cas si 2 est inver-
sible dans R.

1.9. Groupes universels

En nous restreignant a des sous-catégories pleines convenables de
modules bilinéaires (ou quadratiques), nous allons définir divers groupes
universels. Soit N € Pic (R); on appelle Symbil (N) (resp. As (N), Alt (N),




Quad (N)) la sous-catégorie formée des modules bilinéaires symétriques
(M, @, N) (resp. antisymétriques, alternés, quadratiques) non dégénérés
dont le module sous-jacent M est projectif de type fini. Le formalisme de la
K-théorie algébrique ([1], Ch. 1) est adapté a ces situations. Ainsi a ’aide
de la somme orthogonale on obtient des groupes abéliens qu’on note
KYmbl (N), K (N), Kg" (N) K€ (N): ce sont les groupes universels
(ou de Groethendieck) pour les applications f de I’ensemble des classes
d’isomorphisme d’objets de la catégorie correspondante dans les groupes
abéliens G tels que f (M L M) = f (M) + f(M’) dans G.

Soit alors K, (R) le groupe de Groethendieck de la catégorie P (R)
des R-modules projectifs de type fini et notons [M] la classe dans ce groupe
du module M. L’application f qui au module bilinéaire M associe [M]
(foncteur oubli) induit d’aprés le caractére universel des groupes définis
ci-dessus des homomorphismes de groupes abéliens K, (F) : Kg (N)
— K, (R) (le point . remplagant Symbil, As, Alt ou Q). Inversement, I’iso-
morphisme naturel /# (P, N) L h(P,, N) =~ h(P,®P,,N) pour P, et P,
dans P (R) induit des homomorphismes K, (H) : K, (R) = Kg (N).
Dans le cas quadratique, on appelle groupe de Witt des types de formes
quadratiques de N, le conoyau de K& (H).

Dans les autres cas, on peut définir deux groupes de Witt selon que
on considére comme triviaux les modules hyperboliques ou plus généra-
lement les modules métaboliques. Mais, en fait, les deux groupes obtenus
sont canoniquement isomorphes.

Ces groupes de Groethendieck et de Witt commutent a ’extension
des scalaires du fait de la propriété analogue de la somme orthogonale.
I en est de méme pour les homomorphismes K (F) et K (H).

Fixons la notation suivante: si (M, @, N) (resp. (M, g, N)) est un
module bilinéaire (resp. quadratique), on notera [(M, ¢)] ou [p] (resp.
[(M, ¢)] ou [g]) son image dans K, (N). On abrégera K3™! en KSB,

2. STRUCTURES MULTIPLICATIVES

Le groupe de Groethendieck K, (R) est muni d’une structure d’anneau
(commutatif et unitaire) par le produit tensoriel. Nous allons voir que
pour les modules bilinéaires et quadratiques nous avons une situation
analogue qui enrichit les groupes K, (V) de structures supplémentaires.
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2.1. Produit tensoriel de modules bilinéaires

Soient (M, ¢, N) et (M’', ¢’, N') deux modules bilinéaires respecti-
vement ¢ et &'-symétriques. L’application u : M X M’ X M X M’ dans
N ® N’ définie par u(x,p, x,py) = ¢ (x,y) ® @' (x',y’) est linéaire
par rapport a chaque argument et induit une application bilinéaire sur le
R-module M ® M’ a valeurs dans N ® N’ qui est ee¢’-symétrique. Ce
nouveau module bilinéaire not¢ (M OM’', eo®¢’, NQN’') est appelé
produit tensoriel de (M, @, N)et (M’, ¢’, N'); ce produit est manifestement
commutatif et associatif a isomorphisme prés; il est aussi, comme le produit
tensoriel de modules vis-a-vis de la somme directe, distributif vis-a-vis
de la somme orthogonale de modules bilinéaires.

Si eg' = —1, 'un des deux modules est antisymétrique, par exemple
(M, ¢). Supposons-le alterné; alors (M @M', p®¢@’) est alterné: en effet
il est clair que ¢ ® ¢’ est nul sur les couples (x;®@x;, x;®x;) ou x; € M, x;
e M'. Comme ¢ ® ¢’ est antisymétrique, on en déduit que ¢ ® ¢’ (z, z)
=Opourtoutz =Y x; ® x; de M @ M".

2.2. Cas d’un module quadratique et d’un module bilinéaire

Supposons maintenant donnés un module quadratique (M, g, N)
et un module bilinéaire symétrigue (M', ¢’, N'). On a alors la

PrOPOSITION 2.2.1. Il existe un module quadratique unique (M QM’, g
=q®¢’, NQN') vérifiant les deux conditions suivantes :

D §x®X) = q((x) ® ¢ (x, x)
() ¢q = ¢, ® ¢".
La proposition est due a C. H. Sah ([8], [9]). L’unicité est claire car (i)

n

et (ii) définissent § = ¢ ® @’ sur toute somme z = ) x; ® X; comme
i=1

j@= Y q@¢ x®x)+ Y}  ¢,®¢ (x®x;,x;Qx)).

= l=i_j=n
L’existence se montre aisément si M et M’ sont libres et, dans le cas général,
on présente M et M’ comme quotients de modules libres.

Si maintenant (M, g, N) et (M',q’, N’) sont deux modules quadra-
tiques, on peut définir sur M ® M’ deux applications quadratiques a
valeurs dans N ® N’ a I'aide de (g, ¢,,) d’'une part, (¢,, q') d’autre part.
On a alors ¢a® ¢o¢ = @, @ @y = QPo,q €t pour tout couple (x, x')
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de Mx M, ¢® ¢, (x®x)=qg® ® ¢, (x,x)=2gx)®q ()
=0, (5, x)® ¢ (xX) = ¢, ® q' (x®x'), si bien que les deux modules
quadratiques coincident.

Les propriétés signalées en 2.1 (associativité, commutativité et distri-
butivité par rapport a la somme orthogonale) sont encore valables. On
peut encore noter que le produit tensoriel commute & I’extension des
scalaires.

Supposons maintenant les modules N et N’ dans Pic (R); on a alors la

PROPOSITION 2.2.2. Le produit tensoriel de deux modules bilinéaires
&,-symétriques non dégénérés (resp. d’un module quadratique et d’un module
bilinéaire symétrigue non dégénérés) est un module bilinéaire (resp. quadra-
tique) non dégénéré.

En effet, si s,:M — Hom (M, N) et s, : M — Hom(M’, N')
sont des isomorphismes de R-modules, alors s, ,-, qui s’obtient en com-
posant s, ® s, : M ® M’ — Hom (M, N) ® Hom (M’, N') avec liso-
morphisme naturel entre ce dernier module et Hom (M @M, NQN')
est un isomorphisme.

2.3. Structures d’anneaux et de modules

La proposition 2.2.2 et les résultats de 2.1 montrent que le produit
tensoriel induit sur K3® (R) une structure d’anneau commutatif: comme
tout élément de ce groupe est différence d’éléments [¢], il suffit de définir
[p1] X [@,2] = [¢; @ ¢,]. Cet anneau est unitaire d’élément unité {1 >:
R X R — R défini par { 1) (r,s) = rs.

Comme le produit tensoriel d’une forme symétrique (resp. anti-
symétrique, alternée, quadratique) a valeurs dans N € Pic (R) par une forme
symétrique a valeurs dans R est une forme de méme nature que la premiére
et a valeurs dans N, les propriétés d’associativité et de distributivité vues
en 2.1 et 2.2 montrent que les groupes K (N) sont de facon naturelle des
K3F (R)-modules unitaires.

De plus le produit tensoriel induit, pour N et N’ dans Pic (R), une
application naturelle de K3°(N) x Kg? (N’) dans K5E (N®N') qui
est biadditive et K;° (R)-linéaire par rapport a chaque variable. On

obtient ainsi un homomorphisme naturel y® y.: K5° (N) ® KS5(R) K38 (N
0

— K3? (N ® N’). On peut énoncer des résultats analogues pour les autres

groupes K, (N) qui sont des K3® (R)-modules. Retenons les deux cas
particuliers suivants:
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Si @ et ¢ sont deux formes alternées a valeurs scalaires, ¢ ® ¢’ est
une forme symétrique. On a ici une application

oF (R)-bilinéaire symétrique de K5" (R) x K5" (R) dans K38 (R).

Dans le cas quadratique, I’application ¢ — ¢, induit une application
K3P (R)-linéaire de K (N) dans K58 (N) qu’on notera b, (bilinéarisée).
Si N et N’ sont dans Pic (R), on a d’aprés 2.2 les formules suivantes dans
KE(N®N') et K3B(NQN'):

(D ag®q" =by(9) ®q =qg®by(q)
(2) by (a®q') = by (9) @ by (q).
2.4. Remarques

(1) On peut encore définir un autre anneau commutatif et unitaire

associ¢ aux modules bilinéaires symétriques: a savoir K (R)
= @ K3®(N), le produit étant défini a 1’aide des applications

Ne P~1c (R)
v®y de 2.3. Cest une K3° (R)-algébre commutative graduée par
le groupe Pic (R). Les sommes directes K, (R) = ® Ko (N)

Ne Pic (R)

ol . désigne As, Alt ou Q sont des K5° (R) modules gradués sur
Pic (R).

(i) Si N e Pic (R), N ® N* s’identifie canoniquement a R d’ott un homo-
morphisme naturel K3 (N) ® KSE(R) KB (N*) - K58 (R). On a
0

aussi un isomorphisme naturel entre K3° (R) et K5 (N®N) par
(M, ¢, R) > (M®N, ¢ ® lygy, N ®N).

(iii) Si 2 est inversible dans R, by est un isomorphisme de K3 (R)-modules;
la structure d’anneau de K3° (R) se transporte & K& (R). Dans le cas
général, la structure multiplicative de K& (R) ne présente d’intérét
que du fait des relations (1) et (2) de 2.3.

(iv) En ce qui concerne le foncteur oubli, K, (F):K3® (R) = K, (R)
est un homomorphisme d’anneaux. Tout ce qui a été vu en 2.2, 2.3
et 2.4 se comporte bien par extension des scalaires.

(v) Le produit tensoriel d’un espace hyperbolique par un autre module
(symétrique, quadratique ou alterné) est un espace hyperbolique,
ce qui montre que le sous-groupe engendré par les espaces hyper-
boliques est un idéal (ou un sous K3? (R)-module suivant les cas).
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2.5. Formes alternées et formes quadratiques

Les deux remarques de 2.3 nous conduisent aux définitions suivantes:
Ly, (R) et Ly (R) sont deux anneaux commutatifs Z/(2)-gradués dont
les composantes homogenes de degré O sont K3% (R) pour chacun d’eux
et les composantes de degré 1 respectivement L,y (R); = K& (R) et
Ly (R); = K& (R). Le produit dans Ly (R) est défini a I'aide de I'appli-
cation de KA (R) x K53"(R) dans K3° (R) vue en 2.3. Celui de Ly (R)
est défini par la formule:

(b,q)(b',q") = (bb"+ 9, .0y, b.q" +b".9).

Lintérét de ces deux anneaux est qu’ils sont le cadre naturel des opéra-
tions A et ¢ sur les formes bilinéaires symétriques, alternées et quadratiques
que nous verrons en 3.

Si 2 est inversible dans R, la bilinéarisation est un isomorphisme de
K sur K3® et Ly = K3” (R) [x] avec x® = 1. Les anneaux L,y et Ly
jouissent des propriétés fonctorielles usuelles vis-a-vis de ’extension des
scalaires.

3. PUISSANCES EXTERIEURES ET PUISSANCES SYMETRIQUES

Les puissances extérieures sont un outil important de I’algebre lin€aire.
Nous souhaitons montrer ici que dans le cadre des modules bilinéaires ou
quadratiques des constructions semblables peuvent &tre faites. Cela per-
mettra de munir les anneaux rencontrés dans la partie précédente d’opé-
rations A et o.

3.1. Puissances extérieures de modules bilinéaires

Soit (M, ¢, N) un R-module bilinéaire; si N = A, la définition des
puissances extérieures de ¢ est bien connue ([3], [8]). Dans le cas général,
définissons I’application de M x M X ... x M, 2p fois, dans I’algébre
symétrique S (N) du R-module N qui a (x4, ..., Xps V1» +--» Vp) associe le
déterminant de la matrice des ¢ (x;, y;), ¢ (x; y))eN = S (N), sous
R-module de S (N). C’est une application multilinéaire par rapport aux x,
et y; et alternée vis-a-vis des x; d’un coté et des y; de 'autre. On obtient
ainsi un module bilinéaire (A?M, APp, SPN), la puissance extérieure pme
de (M, ¢, N). Si ¢ est e-symétrique, APp est e’-symétrique. Si @ est non




seulement antisymétrique mais alternée, A4??¢ est symétrique mais non
alternée en général (car O si 2 était inversible...). Cependant A4%4*1¢p est
alternée: en effet c’est un module antisymétrique et siz = x; A ... A x5, 4,
A% ¢ (z, 2) est le déterminant de la matrice alternée d’ordre impair formé
des ¢ (x;, x;) et donc vaut 0. Le méme raisonnement que celui qui a été
fait en 2.1 pour le produit tensoriel montre que A24* 1o est alternée.

3.2. Puissances extérieures de modules quadratiques

Si 2 est inversible dans R; modules quadratiques et modules bilinéaires
symétriques sont identiques. Ainsi si (M, ¢, N) est un module quadratique

s 1
sa p'“™ puissance extérieure est (A?M, APq, SPN) ot APq (x) = 5 AP, (%, )

et ¢ p, = AP@,. Par contre si 2 = 0 dans R, ¢, est alternée, de sorte qu’il

est impossible de définir A*"q convenablement car A*"¢p, est symétrique

mais non alternée en général et donc on ne pourrait pas avoir P q2n= Az”qoq.
q

Cependant, comme pour les formes alternées en 3.1, nous allons voir qu’il
est possible de définir raisonnablement A%"*1q.

LEMME 3.2.1. Soient A, =Z[X;],1 <i<j<n et 4,ledéterminant

2X11 X12 . . . . Xln

X12 2X22 o e s s in

X3 Xo3 oo .. Xa,
4, =

Xin Xon « -« . 2X,,

Si n est impair, il existe un élément P, de A, tel que A, = 2P,.

En réduisant modulo 2, on voit que 4, est le déterminant d’une matrice
alternée d’ordre impair, donc 0 modulo 2. Le polynéme P, est évidemment
unique. Soient maintenant (M, ¢, N) un module quadratique et n un entier
impair. On a la
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PROPOSITION 3.2.2. 1l existe un module quadratique (A"M,q, S"N) et
un seul tel que

(1) (Pq = An§0q
(i) gq(xy AoAXx,) =P,(a;) ou a; = g (x) et a; = @ (x x;) si
i <]

Dorénavant g sera notée A"g; 'unicité de A"g est claire car les condi-
tions (i) et (i) permettent de calculer A"g sur tout élément de A"M.

Pour montrer I’existence de A"g, considérons la suite exacte 0 — L
— R™) s M — 0 ot ’on note (e,),. la base canonique de R supposée
totalement ordonnée. Définissons sur A" R®™) une application quadratique
g’ a valeurs dans S" (M) par

q,(exl AR Aexn) = Pn (q (xi): @q (xiaxj))a I <j7
@' (ex; Ao Aey ey Ao ney ) = dét (@, (x;, ), 1 <i,j<n
et
X< ooo <Xy V1 < oo < Yy

Dans la suite exacte 0 - L' — A"R™ - A"M — 0, le sous-module L’
est engendré par les éléments de la forme

(€ax =€) A €y A .o A ey
et
(exiy—€x—e) Aexy A .. A ey

ou X, y, X3, ..., X, sont dans M et a dans R. Il est facile de vérifier que L’
est contenu dans le noyau de ¢’ (i.e. { 7| 1€ A"R™, ¢’ (1) = O et @,/ (1, 2)
=0,V ze R™ }). Par exemple

q' ((eax —ae,) Aewy A... A&y )
= q'(ex Nexy A Aey ) + a’q(e  Newy A Aey)

— aQ" (g Nlxy Ao Ay € Nexy A ... neg ) =0
et, de méme

@' ((eyx —ae,) Aewy A ... Aey ey A ... /\eyn) = 0.

Pour les éléments de la seconde forme, la nullité de ¢’ exprime le caractére
quadratique de I’application x > g’ (e, A €s, A ... A e, ) et on montre
aussi facilement 1’orthogonalité de L’ avec tout élément de A"R™. Comme
le noyau de ¢’ contient L', ’application quadratique ¢’ passe au quotient
en une application quadratique § = A"q de A"M dans S"N vérifiant les
conditions (i) et (ii) par construction.
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Remarque 3.2.3. Supposons que N e Pic (R), alors S?(N) = N®
est dans Pic (R) de sorte qu’on peut se préoccuper de la non dégénérescence
des formes en question. Il est clair que, comme cela ne dépend que des
formes bilinéaires, les puissances extérieures de modules bilinéaires et de
modules quadratiques non dégénérés sont non dégénérés. Notons ici que,
bien que cela ne soit pas dans la méme catégorie, on appellera encore
puissance extérieure de ¢, alternée, ou de ¢, quadratique, le module bilinéaire
symétrique A**¢ ou A*¢, selon les cas. Tout cela commute naturellement
a 'extension des scalaires.

3.3. Puissances extérieures d une somme orthogonale

Soient (M, ¢, N) et (M’, ¢’, N) deux modules bilinéaires e-symétriques
ou alternés. La formule bien connue pour les puissances extérieures de la
somme directe de deux modules est encore valable pour la somme ortho-
gonale des deux modules bilinéaires (M, @) et (M’, @").

En effet, en tant que module A? (M @M"') est la somme directe des
produits tensoriels A"M ® AP7"M’', 0 < r < p. 11 suffit donc de vérifier
que cette décomposition est une décomposition orthogonale vis-a-vis de
la forme bilinéaire A? (p L¢’) et que la restriction de cette derniére sur
chaque facteur est A"p ® A7 "¢’.

On a des formules analogues pour les modules quadratiques en dis-
r=2p+1

tinguant bien suivant les parités. Ainsi A??*!(¢Llq’) ~ L A'q
r=0

® APTD g’ ou I'on notera que A°g est I’élément unité pour la multi-
plication de K32 et que si r est pair, (2p+1)—r est impair, si bien que
I'une des deux formes A'q et A??*17rg’ est une forme quadratique et

que l'autre est un module bilinéaire symétrique, le résultat final étant
2p

toujours un module quadratique. Par contre A%’ (glg’) ~ 1 A'q
r=0

® A*?7"q’ de sorte que r et 2p —r sont toujours de méme parité. Si r
est pair, on a deux modules bilinéaires symétriques dont le produit est un
module bilinéaire; si r est impair, on a deux modules quadratiques dont le
produit doit étre considéré comme un module bilinéaire (cf. 2.2 et 2.5).

Cela montre en particulier que si ¢ (resp. g) est un module bilinéaire
(resp. quadratique) non dégénéré, la classe de AP¢ (resp. APq) dans le
groupe universel correspondant ne dépend que de la classe de ¢ (resp. de
q). En effet, on montre par récurrence sur p que si ¢ L ¢; ~ @' L ¢4,
alors AP¢ et AP¢’ sont stablement isomorphes et de méme pour les formes
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quadratiques. On remarque alors que si ¢ est un module bilinéaire et ¢
une indéterminée, on peut poser

A,(p) = [A7 ()] 1

b
agk

1

ol [A? (¢)] est dans un groupe universel convenable. Les considérations
du début du paragraphe montrent que A, (Lo )=4, (¢). A ().
Comme A, (0) est I’édlément neutre de I’anneau K3% (R), on déduit for-
mellement A, (— @) comme [A4, (¢)]” " la série formelle, inverse du poly-

o0
nome 1 + > [A? (¢)] tP. Maintenant si z = @; — ¢, est la différence
p=0

de deux modules bilinéaires, on définit A, (z) = 4,(p;) [4, ()] et
AP (2) est le coefficient de degré p de la série formelle A4, (z). On a ainsi

défini des opérations A? de K, (N) dans K, (N®%) ol * = . si p est impair

et * = SBsip est pair de sorte que A, défini par 4,(z) = 1 + > A7 (2)¢?
est additive en z. p=d

Nous n’avons parlé ici que de modules bilinéaires mais il est tout a fait
clair que ce formalisme s’adapte tout a fait au cas quadratique.

3.4. Pré A-anneaux et A-anneaux

Nous rappelons ici brievement les notions de A et de pré Z-anneaux
(141, [10]).

Définition. Un pré-A-anneau est un anneau commutatif et unitaire K,
muni d’un homomorphisme de groupes abéliens

At K- U(K [[t]])
tels que 4, (x) = 1 + x¢t + ...

Cela équivaut a la donnée des applications A : K — K vérifiant les
conditions

) 2 =1
(i) A!(x) = x
(i) " (x+y) = Y AP(x).M(), Vx,yek, YneN.

p+q=n

Un homomorphisme de pré-i-anneau de (K, A) dans (K’, 2') est un
homomorphisme d’anneau f qui commute aux opérations A.

Dans [10], on définit sur le groupe abélien 1 + K [[¢t]]* des séries for-
melles une multiplication * distributive, associative et commutative dont
I 4 7 est élément unité. Sur ce nouvel anneau commutatif et unitaire,

L’Enseignement mathém., t. XXVI, fasc. 1-2. 6
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les A' permettent de définir des opérations A sur K’ = 1 + K [[¢]]*. On
dit que K est un A-anneau si A, est un homomorphisme d’anneaux de K
dans K’ compatible avec les opérations A’ sur K et K'.

Par exemple on vérifie aisément que Z muni des A-opérations A’ (n)
_nm=1) .. (n—i+1)

est un A-anneau.

i!
En fait, un pré-i-anneau est un A-anneau si et seulement si les opé-
rations A' vérifient deux séries de relations:

{ A(xy) = P21 (%), 22 (%), ..., A (x); A (1), .l A (D))
M) = 0 (A (), ..., AV (x))

ou les polynémes P; et Q; ; sont des polynémes universels (i.e. indépendants
de K), PieZ[Xy, ..., X;; Yy, ., Y], Q;;€Z[X, X,, ..., X;;] et x ety
décrivent K. Les polynémes P; et Q, ; vérifient certaines conditions d’homo-
généité et de symétrie qu’on trouvera dans [10] (voir aussi [4]).

D’autres exemples de A-anneau sont I’anneau des classes de fibrés vec-
toriels sur un espace topologique compact et ’anneau K, (R) des classes
de R-modules projectifs de type fini.

3.5. Opérateurs A sur L, et L,

Les considérations précédentes permettent de voir immédiatement
que K5? (R) est muni d’une structure de pré-A-anneau par I’intermédiaire
des applications A’. En fait les anneaux de 2.6, Ly, (R) et L, (R) sont
aussi des pré-A-anneaux: on posera a cet effet

A(ag,ay) = A, (aq, 0) 4,(0, a,)

ou 4, (ay, 0)el + K% (R)[[t]]" comme vu précédemment et A, (0, a,)
=1+ 0,a)t+ (A%a;,00¢* + ... + (0, A% ta) 11 + (4%a,, 0) t**
+ ... En fait, ce sont des pré-i-anneaux Z/(2)-gradués en ce sens que
A'(L;) = L;j, le produit ij étant calculé modulo 2.

De la méme fagon, I’anneau L = K5% (R) gradué sur Pic (R) est un
pré-i-anneau Pic (R)-gradué en ce sens que A'(Ly) < Ly, iN = N®
Tous les foncteurs oublis induisent des homomorphismes d’anneaux a
valeurs dans K, (R) qui sont des pré-A-homomorphismes.

On notera ici que les opérations A ne passent pas au quotient par les
espaces hyperboliques car les puissances extérieures paires d’une forme
hyperbolique ne sont pas hyperboliques, bien que ce soit le cas pour les
puissances extérieures impaires.

i
|
)
|
i
|
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3.6. Puissances symétriques
Soit Pe P (R) et S* (P) la k®™ puissance symétrique du R-module P.
On pose o,(P) = Y [S*(P)]t*eK,(R)[[t]] et o, se prolonge en un

k=0

homomorphisme de groupes abéliens de K, (R) dans U (K, (R) [[t]]).- On

définit ainsi des opérations o* : Ky (R) = Ko (R) et 0, (x) = Y. o* (x) ¢~
k=0

On démontre & 1’aide du complexe de Koszul ([2]) la formule

(D A (x)o_,(x) =1

pour tout x dans K, (R). Si f est un endomorphisme de P, on peut associer
4 £, un polyndme et une série formelle a coefficients dans R, en posant

A (f) = i Tr (A () ¢! et o, (f) = i Tr(S7(f))¢/. On a alors

la formule analogue

(2) A(f)o-.(f) =1

qui peut se démontrer directement a 'aide du complexe de Koszul comme
dans [2], ou bien en se ramenant au cas ou P libre puis ol R = Z [X;] et
enfin & celui ol R est un corps algébriquement clos, auquel cas f est trian-
gularisable; les traces se calculent alors en fonction des valeurs propres de
fy A{y ..., A, €t la formule & montrer est une identité bien connue. Les for-
mules (1) et (2) peuvent se combiner en considérant la catégorie des couples
(P,f), Pe P(R), fe Endy (P) dont le groupe universel K, (R, N) possede
des opérations A et ¢ et vérifie la formule (1).

Nous allons montrer ici comment on peut définir des puissances symé-
triques de fagon directe pour les modules bilinéaires et pour les modules
quadratiques. Rappelons que le permanent d’une matrice a;; € M, (R) est

n

le scalaire ), [] @io;y, qui coincide avec le déterminant en carac-

geo, i=1

téristique 2.

Soit alors (M, ¢, N) un module bilinéaire; la puissance symétrique
p™ se définit en considérant I’application QUi & (X1, ey Xp5 Vs ees Vp)
e M?? associe le permanent de la matrice ¢ (x,, y;), €lément de S? (N).
C’est une application linéaire par rapport aux x; et aux y; et symétrique
séparément par rapport & chaque ensemble de p variables x5, ..., Fops P s o Vg
On obtient ainsi un module bilinéaire (S?M, SPp, SPN); si ¢ est e-symé-
trique, SPp sera &”-symétrique et on voit comme dans 3.1 que si @ est
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alternée, SP¢@ est alternée pour p impair (le permanent d’une matrice
alternée d’ordre impair est 0). En utilisant la méme technique que pour
les puissances extérieures (le lemme 3.2.1 a un énoncé analogue en rem-
plagant A, par le permanent des X;;), on montre qu’un module quadratique
(M, q, N) posséde des puissances symétriques impaires (S2?* 1M, §27*1q,
S2PT1N) avec Ps2p+1, = S?7*1g,; pour puissances symétriques d’ordre

pair, il est naturel de prendre les puissances correspondantes de ¢,.

p
Comme on a la formule S? (pLgp’) ~ L S"(p)® S? "¢, ¢ et ¢’

r=0
étant deux modules bilinéaires de méme nature, on voit qu’on peut définir

sur les anneaux Ky° (R), La, (R), Ly (R), K3® (R) des opérations ¢ de

gt o0

sorte que x > » " (x) ¢* est un homomorphisme de groupes abéliens o,.
k=0

La formule 1 = A_,(x) g, (x) est claire si R est un corps, ou méme un
anneau semi-local, car il suffit de la montrer pour un module de rang 1
ou 2; elle doit €tre vraie dans le cas général.

3.7. Probleme

Bien que cela paraisse naturel, en particulier 2 cause de ’analogue en
K-théorie topologique, je ne sais pas montrer que les anneaux introduits
dans la 2° partie sont des A-anneaux (cf. 3.4). Cest, comme plus haut,
vrai si R est semi-local car alors on est ramené a démontrer les formules
universelles pour des modules de rang 1 ou 2 (si 2 n’est pas inversible). Il
en est naturellement de méme pour les modules quadratiques et alternés.

4. A-ANNEAUX ET ANNEAUX DE WITT-GROETHENDIECK

Dans ce paragraphe, nous rassemblons quelques remarques et résultats
concernant les anneaux rencontrés en 2 et 3 et leurs opérations 4. Du fait |
de 4.3, nous nous intéressons principalement aux anneaux de groupes |
abéliens et a certains de leurs quotients ([6]). |

4.1. Le A-anneau Z [G]

Soit G un groupe abélien noté multiplicativement, Z [G] son anneau
de groupe et Q [G] la Q-algébre du groupe G. La formule 4,(e)) = 1
+ te,e Z[G][[t]l, g €G, fait de Z [G] un l-anncau: il suffit en fait de |
le montrer pour Q [G] et, comme il s’agit d’'une Q-algebre, il suffit d’apres §
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[10], 7, de regarder les opérations d’Adams. Elles se calculent aisement
sur les générateurs ¢, g € G, et on trouve Yr (e,) = ezk, si bien que Wk
est I’endomorphisme de Q [G] induit par I’endomorphisme de groupes
abéliens g — g*. On a donc bien les conditions: ¥/* est un homomorphisme
d’anneaux, Y' = lggy et Y* o y* = Y et on a vérifié que Q [G] et
donc Z [G] est un A-anneau.

Notons que Z [G], muni de sa graduation sur G est un A-anneau gradué;

si R = @ R, est un A-anneau (resp. pré-i-anneau) G-gradué, R,
geG
est un A-anneau (resp. pré-A-anneau). Inversement, si R est un A-anneau

(resp. pré-i-anneau), R[G] = R @,Z [G] est un l-anneau (resp. pré-
A-anneau) G-gradué par la formule A, (re,) = A,, (r). Si par exemple G
est d’exposant 2, g # 1 dans G et si A, (resp. 1,) est la partie paire (resp.
impaire) de A, ona A, (r®e) = Ao (r) @1 + 4, (r) ® e,.

On peut définir dans Z [G] des opérations 9’ comme pour tout A-anneau;
la filtration associée aux applications y* et a ’augmentation ¢ : Z [G] - Z
est la filtration canonique des puissances de I'idéal d’augmentation de
Z [G].

De méme, on définit des opérations ¢ sur Z [G] par la formule

Lo L Ly e ezfa[].

/{—t (eg) 1 - teg n=0

G, (eg) =

4.2. Foncteur oubli

On sait que K (R) est un 1-anneau. Le foncteur oubli induit un homo-
morphisme de g35B(R) dans P’anneau K, (R) [Pic (R)]; ce dernier est

un A-anneau gradué sur Pic (R) et il est immédiat de vérifier que ’homo-
morphisme ci-dessus est un pré-A-homomorphisme, compatible avec la
graduation. Il en est de méme pour les anneaux L,, (R) et Ly (R) pour
lesquels ’homomorphisme d’oubli est & valeurs dans K, (R) [Z/(2)].

4.3. Cas d’un anneau semi-local

Soit R un anneau semi-local dans lequel 2 est inversible; alors K 5Z (R)
est un quotient de ’anneau de groupe Z [G], G = U(R)/U?(R), car
toute forme quadratique posséde une base orthogonale. Comme deux
bases orthogonales peuvent é&tre reliées par une suite de bases orthogonales
avec au plus deux changements de vecteurs & chaque fois, le noyau [ de
’homomorphisme naturel Z [G] » K38 (R) est engendré par des éléments
e;t ey —e; — ez, a, b, ¢, de U(R) tels que les formes quadratiques




(x,y) = ax® + by? et (x, y) = cx? + dy? soient isométriques. D’apreés 4.1
pour voir que K3® (R) est un A-anneau, il suffit de vérifier que 7 est un
A-idéal, c’est-a-dire stable par les opérations A; mais cela est bien clair car
sing=egz + ey etn, = ez + ez, A'(n,) = A'(y,) mod I pour tout entier i
(on a égalité des discriminants et A' () = #,). Des résultats analogues
sont vrais pour L,y (R) et Ly (R) et ’hypothése 2 inversible peut étre
enlevée dans la majeure partie des cas ([6], Th. 1.16).

4.4. Quotients de Z [G]

Comme on I’a vu en 4.3 et comme cela a été étudié systématiquement
dans [6], certains quotients d’anneaux de groupes abéliens sont des anneaux
de Witt-Groethendieck. Nous cherchons ici quelles conditions simples
vérifient les idéaux 7, contenus dans I'idéal d’augmentation, tels que Z [G]/I
est un A-anneau. Nous serons amenés a imposer des conditions sur G.
On peut toujours supposer que ’application naturelle G — A; = Z [G]/I
est injective car c’est un homomorphisme dans le groupe des éléments
inversibles de 4, et si H désigne son noyau, A; est un quotient de Z [G/H ].
L’idéal I ne contient alors que des éléments de la forme

n n
(1) Y ey, — Y, eg., n>=>2;
i=1 i=1
dans ce cas, en calculant A" ( > egi>, on voit qu’on doit avoir g, . ... . g,
i=1
= g1 ..... g De méme en calculant A"~ ! et en utilisant I’égalité précédente,
n h

on trouve que » € _, ) e, , estencore dans J, C’est-a-dire que
i=1 &8; i=1 &i

doit étre stable par I'involution canonique t de Z [G] donnée par 7 (e,)

Pour nous trouver le plus prés possible du cas des modules bilinéaires,
nous cherchons les A-idéaux I engendrés par des éléments de la forme (1)
avec n = 2. On voit alors que la seule condition pour que Z [G]/] soit

un A-anneau est que g.g, = h;h,; multipliant par e_;, on voit que
£1
I est engendré par des éléments de la forme 4% = e, + e, — e, — e _; ; on
c d

pose alors N, = { ¢ ] ceGetyle I}. La forme méme de n® montre que
N, est « symétrique » par rapport a d et contient 1; de fagon analogue, on
peut définir H, = {d | deG et nlel }. La connaissance de I équivaut
a celle des H, ou des N, On a par exemple le

|
!
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LEMME. Si G est un groupe d’exposant 2, N, est un sous-groupe de G.

. -1 -1
Si ¢, et ¢, sont dans N, e, + e a— €, — €, €l et comme

¢y = c'll, e; ey —ecey ™ €opega€l, c’est-a-dire le résultat voulu.

La donnée de I revient & la donnée des sous-groupes N, si G est un
groupe d’exposant 2. Les sous-groupes N, ne sont pas indépendants:
outre le fait que de N,, on a: si ce N; n Ny, alors ¢ € N4, . Supposons
par exemple G = Z/(2) = {1,g9}. On a N, = G et deux possibilites
pour N,: soit G et on se trouve dans le cas d’un corps fini, soit le groupe
réduit a I’élément neutre et on tombe sur le cas du corps des réels, I'idéal 7
étant réduit & {0}. Si G = Z/(2) x Z/(2), il y a quatre sous-groupes de G
3 se donner: pour trois d’entre eux, il y a deux possibilités suivant qu’ils
sont égaux a G tout entier ou a { 1, g } ou g est I'un des éléments non nuls
de G. Pour Ny, il y a cinqg possibilités; si tous les N, g # 1, et N, sont
égaux a G, cela veut dire que deux éléments d’augmentation 2 sont équi-
valents modulo 7 si et seulement si ils ont méme discriminant. Les autres
possibilités peuvent étre décrites explicitement.

4.5. V-forme et A-anneau

L’é¢tude des A-anneaux Z [G]/I, G d’exposant 2, se rattache aux V-
formes au sens de [5]. On suppose I engendré par des éléments de la forme
e; + e, — (e, +e.,) et donc ] est caractérisé par la donnée des sous-groupes
N,. Considérons alors les applications biadditives symétriques ¢ de G X G
dans les groupes abéliens telles que ¢ (a, b)) = 0 si et seulement si a € N,.
Cela définit un groupe abélien W quotient de G ® ; G par le sous-groupe
engendré par les éléments a ® b, tels que a € N, (notons que ¢ (a, b) = 0
équivaut a ¢ (b,a) = O car abe N, et donc be N, si ae N,). Notons
alors ¢ I'application canonique de G X G dans W. On a la proposition:

PROPOSITION. [ est [’idéal engendré par les éléments de la forme (e,+ e 5)
— (e, +e;) tels que @ (o, f) = @ (p,0) et aff = .

Sie, + ey —e,—es;el,onauf =yoetdonce, + Cap ~ Cuy — g5 € 1,
soit @ (ap, ®0) = 0. Cela donne & («, apd) = @ (7, ) et comme apd = B,
on obtient la partie directe. Inversement si aff = 5 et @ (o, ) = @ (7, J),
le méme calcul montre que @ (ay, fy) = 0, soit ay € N,g. Cela donne
1 T e — €y — ep, €1s0it (¢, e5) — (e,+e5) € I, d’ou la proposition.

Dans les hypothéses de 4.5, soit J Iidéal d’augmentation de Z [G]/I;
il est engendré par les classes des éléments @ = e; — e,, ae G — {1},
L’application naturelle de G dans J qui & a associe @ induit un isomorphisme
de G sur le groupe J; 2 cargb — @ — b = e; — e, — (e;—¢€,) — (e;—ey)
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=e, te —ey —e = —(e,—e;) (e,—e;). On a, de méme, une appli-
cation naturelle  de G x G dans J? qui au couple (a, b) associe le produit
a.b dans A; = Z [G]/I; il est clair que cette application est symétrique.
De plus ¥ (a,b) + ¥ (a,c) — ¥ (a, bc) est 'image dans A; de (e;—e,)
(e;—e,) (e;—e.), cest-a-dire que Y induit une application biadditive
symétrique de G x G dans J?, ;3 qui est surjective car les €léments a . b
engendrent J2. On voit immédiatement que ¥ (¢, b) = 0 si ae N,,, donc
Y induit une surjection de W sur le groupe J?, ;3- Une démonstration
directement inspirée de [8], III, § 5, permet de montrer que cette surjection
est un isomorphisme.

APPENDICE: DISCRIMINANT ET DETERMINANT

Soit X = Spec (R) 'ensemble des idéaux premiers de R muni de la
topologie de Zariski et H, (R) I’anneau des fonctions continues de Spec (R)
dans Z muni de la topologie discréte. Comme X est quasi-compact, un
élément f de H, (R) est la donnée d’une partition finie de X en parties
ouvertes et fermées X; et pour chaque X; d’un entier naturel »; qui est la
valeur de f sur X;. Si Pe 2 (R), pour chaque idéal premier p, P, est un

A,-module libre de rang r, (p); la fonction r, définie sur X par p = r,(p)

est continue (i.e. localement constante). C’est donc un élément de H, (R)
qu’on note r,. On a alors un homomorphisme d’anneaux r : K, (R) — H, (R)
Car g,y = Iy T Fp, €t Fogo = 1) 7o, dont le noyau mesure la non-
liberté (stablement) des R-modules projectifs de type fini ([2]). Cet
homomorphisme est surjectif car si fe H,(R) est positive et f~*
(n,) = X;,= Spec (Re), P= @ (Re)"" est un R-module projectif
de type fini de rangr, = f.

Soit de nouveau fe H, (R) une fonction positive; nous pouvons définir
sur K, (R), K32 (R), ... des opérations A/ et ¢/. En effet, soit n; la valeur

prise par fsur X; = Spec R e;: tout module projectif P est somme directe

des Pe; et on pose A/P = @ A" (Pe,) et de méme pour SB ou pour |

iel
des modules bilinéaires ou quadratiques. En particulier, on appelle déter-
minant de P, le R-module A™P qui est projectif de type fini et de rang 1
et on le note dét P ([2]). On voit immédiatement que dét (P@ Q) = dét P
® dét Q. Les opérations A/ et S/ et ’homomorphisme déterminant
s’étendent a K, (R), tout entier ainsi qu’aux anneaux considérés dans la
partie 3 (si N € Pic (R), dét N = N et inverse de N est N*; ainsi dét (—[P])
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= dét (P)*...). Lhomomorphisme déterminant va de K, (R) dans Pic (R);
N®' se définit pour fe Hy (R) par @ (Ne)®"i @ (N*e)®"?))

n;>0 n; <=0

Dans le cas des modules bilinéaires, symétriques ou alternées, ou encore
quadratiques, on définit le discriminant de (M, ¢, N) comme le module
bilinéaire dis () = (dét M, A" Mp, N® M) et on a la formule dis (¢ ® ¢')
= dis ¢ ® dis ¢’. On obtient ainsi par exemple des homomorphismes
dis : KS2(R) —» U(KSE(R)) et dis: K§¥(R) » U (K5° (R)), ces deux
derniers groupes se déterminent aisément. On a un homomorphisme sur-
jectif de ces deux groupes dans Ip (R) groupe des éléments inversibles de
H, (R) (fonctions continues de Spec R dans { —1, +1 }) dont le noyau U,
est respectivement I’ensemble des classes d’isomorphisme des paires (P, o),
P e Pic (R), « isomorphisme de P ® P dans R, et des triples (P, «. Q),
P, Q_ggl_c (R) et o isomorphisme de P ® P dans Q. On a alors les deux
suites exactes de groupes abéliens

U(R)?>— U(R) - U,(K5" (R)) - Pic(R)*>-> Pic(R)
U(R)2— U(R) - U, (K58 (R)) - Pic(R) = 0

Le groupe U, (KgB (R)) est le groupe £ (R) considéré dans [7]. Le dis-
criminant d’un module bilinéaire alterné est toujours un module bilinéaire
symétrique de rang 1. Dans le cas quadratique, cela dépend de la parité
du rang du module. On dispose dans ce cas d’un invariant plus fin, I’in-
variant d’Arf pour lequel nous renvoyons a [7] et qui se raméne au discri-

minant si 2 e R.

Le discriminant d’un module métabolique ou hyperbolique n’est pas
toujours trivial. En effet, dis H (P) est canoniquement isomorphe 2
(dét P @ dét P*, ¢, A) ot ¢, : dét P ® dét P* — A est I'isomorphisme qui
envoie le générateur canonique de dét P ® dét P* sur (—1)"P. Pour obtenir
une application discriminante sur K52 (R) nulle sur les espaces hyper-
boliques, il faut modifier la définition du discriminant en multipliant le
discriminant ordinaire par un facteur correctif dépendant du rang du
module. Ce n’est plus un homomorphisme de groupes mais cela le redevient
st on fait intervenir le rang modulo 2 du module.

Une derniere remarque: soit (M, ¢, N) un module bilinéaire (ou qua-
dratique) tel que r), soit impair, donc de la forme 1—2 f. Alors A Mp est
un isomorphisme de dét M ® dét M sur N® M ce qui montre que N est
isomorphe & (dét M®N ®fyz Q ® O de sorte qu’on peut ramener
(M, ¢, N) a une forme bilinéaire a valeurs scalaires sur M Q@ OF.
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