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3. APPLICATION AUX POINTS SINGULIERS IRREGULIERS

Dans ce paragraphe nous supposons que la valuation de K est discréte
et que le corps résiduel est de caractéristique O.

L’exemple le plus important est celui ou K = k ((x)) muni de sa valuation
x-adique avec k de caractéristique O.

Donnons un autre exemple. Soit L un corps valué de caractéristique 0
muni d’une dérivation §, par exemple L = k (y) ou L = k(( y)) avec k de

: d : :
caractéristique 0 et 6 = T Prenons K= L ((x)) muni de sa valuation
y
x-adique. On mettra sur K P'unique dérivation continue ¢ telle que 0 (a)
= 0 (a) pour ae L et 0 (x) = 1. (Nous ignorons si cet exemple présente
de l'intérét).

3.1. LeMME. Soit K valué complet muni d une valuation discréte et d’une
dérivation 0 continue, ayant un corps résiduel de caractéristique 0. Soit L
une extension algébrique de K. Alors la dérivation s’étend d’une fagon
unique a L et l'on a

(3.1.1) 0y (8) = og ().

Rappelons que la valuation de K s’étend aussi de facon unique a L,
car K est complet.

L’intérét de ce lemme est de montrer que si P € Dy est fuchsien en tant
qu’élément de D, il est également fuchsien en tant qu’élément de Dy.

Démonstration. 1l est bien connu que la dérivation s’étend de fagon unique.
Tout ce qu’il faut montrer est la relation (3.1.1).

Si PeK[X], P=2Xa; X', on écrira P' =ZXia, X' et 0(P)
= X0 (a) X"

Par récurrence on peut se ramener au cas ou il n’y a pas d’extension
algébrique de K entre K et L. Soit n = [L:K]. Soit ue L\ K. Comme la
valuation de K est discréte, il existe a e K'tel quev (u—a) = sup v (a—b).
Posons w = u — a. Ak

Si L n’est pas ramifi€ sur K, il existe b € K tel que w = bz et v (z) = O.
Soient L et K les corps résiduels de L et K. Par construction de z on a
L =K(z). De plus [L:K] = [L:K]. Soit P e K [X] le polyndéme minimal
unitaire de z. Alors P a ses coefficients dans ’anneau de valuation de K.
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Comme P (Z) = 0, et que P n’est pas le polyndme nul, on en déduit aussitot
que P est de degré n etest irréductible sur X. Comme K est de caractéristique
nulle, P est premier avec P’, et donc P’ (z) = P’ (2) # 0, soit v (P’ (z)) = 0.
Par ailleurs si P = X g; X*, on a clairement v (0 (P) (z)) > inf (v (a)) + @)
= o. Comme

0(z2)P'(z) + 0(P)(z) =0
on en déduit v (4 (2)) >v (0 (P) (2))—v (P’ (2)) >a = a + v (z). Comme

d(w)w = d(b)b + 8(2)/z

on a alors

v (0 (w)) — v (w) > inf (v (0 (b)) —v(b), v(8(2)) —v(2)) > «
et enfin, puisque v (1) = v (@) <v (W) et d W)/u = 0 (a)/u + 0 (W)/u

v (0 (u)) —v (u) > inf (v (0(a)) —v (u),v (0 (w)) —v (u))
> inf (v (0 (@) —v (a), v (0 (W) —v (W)) > o .

1
Si L est ramifiée, alors L est totalement ramifié et I'(L) = — T (K)
n

ou I'(L) désigne le groupe des valeurs de L. Par construction de w,

I' (L) est engendré sur I' (K) par v (w), ce qui entraine que, P = X"
n—1

+ X a; X'eK[X] étant le polyndme minimal unitaire de w, on a
i=0

nw(w) =v(a,) <v(ag) +iviw) 1<i<n-—1.

n—1
Mais alors, puisque wP’ (w) = nw" + X ia; w', on a
i=1

v (WP’ (W) = nv(w) = v(a,)
car v (n) = 0, K étant de caractéristique 0. Par ailleurs

v (0 (P)(w)) > inf  (v(a)+a+iv(w) = v(a,) + «.

0=i=n-1
Comme 0 (w) P’ (w) + 0 (P) (w) = 0, on en déduit

v(0(W) —v(w) = v (0 (P) (w)) —v(WP' (W) > «.
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3.2. THEOREME. On suppose que la valuation de K est discréte et le corps
résiduel de K de caractéristique 0. Soit Pe€ Dy, P # 0. Il existe une
extension finie L de K, des n,€ L(1<i<q) etdes P;e D fuchsiens tels
qu 'on ait

1) P(0) = P1(0—ny) ... P, (0—1,)
2) Dy/D P (0) ~ @ Dy/Dy P;(0—n,).

3) (Unicité). Dans la décomposition précédente on peut supposer que
les P; ne sont pas constants et que v (n;—n;) < a pour i # j. Alors, si
[’on a, dans une méme extension L une deuxiéme décomposition P (0)
= P (0—&)) ...P.(0—E,) ou les P & vérifient les mémes conditions
que P, n;, ona r =gq etil existe une permutation o de l’ensemble
[1,2,..,q] telle que v (n;—C,0)) = et

D;/D;P;(0—n;) ~ DL/DLP;(i) (90— fa(i)) 1<i<g.

Démonstration :

1) et 2) Notons ¢z, = a et ¢;,,i = 1, ..., les valeurs exceptionnelles <«,
associées a P. Soit x une uniformisante de K. On appelle rang de Poincaré-
Katz r(P) = (a— inf ¢,)/v (x). Nous allons démontrer le théoréme par

i>~0
une double récurrence sur (deg P, r (P)) ordonnés par l'ordre lexicogra-
phique; la récurrence commence soit a deg P = 1 ou le résultat est évident.
soitar (P) = 0ouil est aussi évident puisque cela signifie que P est fuchsien.
(La récurrence ne porte sur r (P) que pour les valeurs entic¢res de r (P)).

D’aprés le théoréme 2.3 et le corollaire 2.5 on peut se ramener au cas
ol P est ¢;-extrémal avec ¢; < « (et alors r (P) = (x—14)/v (x)). Deux cas
peuvent se présenter.

Cas 1. t; n’appartient pas au groupe de valuation de K (c’est-a-dire
r (P) n’est pas entier). Soit L I’extension de K déterminée par le polyndéme

P (X) et soit 5 € L une racine de P(X). Ona t; =v(y) = sup v (n—2z).
zeK

Comme le corps résiduel de K est de caractéristique nulle, d’aprés Ax [Ax],
il existe un conjugué 5’ de 5 sur K avec v (y'—n) = t;. Soit R (X)
= P (X+n). Le polynéme R s’annulant en O on a n (R, ¢;) > 0; comme
n' —n est racine de Retv(n'—n) =t,, ona N(R,t;) — n(R, t;) > 0.
Il résulte alors de la proposition 1.11 que lon a n(P(@+n),t,)
=n(R,t) >0 et N(P@+n),t) —n(P@+n),t;) = N(R, t,)
— n(R,n) > 0; le corollaire 2.5 nous permet alors d’abaisser le degré
de P.
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Cas 2. t, appartient au groupe de valuation de K (c’est-a-dire r (P) est
entier). Soit L, I’extension de K déterminée par le polyndme P (X) et soit
L P’extension maximale non ramifiée de K dans L. Si £ est une racine de
P (X) (appartenant a L,) il existe n e L tel que v (E—n) > v ({) = v (n)
= t;. Posons R(X) = P(X+#n). On a alors n (R, t;) > 0 et d’apres la
proposition 1.11 n (P (0+mn), t;) > 0. Si n(P(@+n), 1) < N(P(8+n), ty)
on peut abaisser le degré de P grice au corollaire 2.5. Si n (P (0+mn), t1)
= N(P(0+n), t;) alors #; n’est pas exceptionnel pour P (d+n) et I'on a
r (P (@+m) < r(P(9)). L’hypothése de récurrence nous permet alors de
conclure.

3) Commengons par quelques remarques qui découlent directement
des définitions et de la proposition 1.11. Soit P € Dy, fuchsien (c’est-a-dire
¢-dominant). Si v () > « alors P (0+#) est également fuchsien (car P (0)
et P (0+n) ont méme fonction de valuation pour t < «). Siv (n) < «, alors
P (0+n) est v (n)-extrémal (en effet P (X) a-dominant signifie que toutes les
racines de P (X) dans la cloture algébrique de K sont de valuation > o,
alors R(X) = P(X+#n) a toutes ses racines de valuation v () ce qui
entralne que R est v (y)-extrémal et donc P (0 +1#) aussi d’aprés 1.12).

Soit alors P le polyndéme de I’énoncé et P (0) = P, (0—n4) ... P, (0—n,)
une de ses décompositions comme en 1). Soit yeL. Si v(n—n;) > a,
P; (0+n—n,) est fuchsien et N (P; (0+#n—n,),«) = deg P;. Siv (n—1,) < «,
P, (0+n—n;) est v (n—n;)-extrémal et N (P; (0+n—n,),«) = 0. D’aprés le
théoréme 1.6 on a alors N (P (0+n),a) = X  degP,

v (n-n;) >a
Démontrons 3). II est clair que dans la décomposition 1) on peut sup-
poser les P; non constants. Pour montrer que, I'on peut supposer v (;— 1 J-)
< a pour i # jon va procéder par induction sur le degré de P. D’aprés 1)
il existe # € L (par exemple n = 5,) tel que N (P (0+n), o) # 0. D’apres
le théoréme 2.4 on a une factorisation P (0+#%) = P’ (0) Q (8+n) avec
P’ fuchsien et N (Q (0+1n),«) = 0, et de plus on a

Dy/D,P(0) ~ D;/D, P (d+ny) ®@D./D;Q(0)
deg O < deg P. Si maintenant dans la factorisation de O,
Q@) = 0:(0—&y) ... 0,(0-¢&)

avec v (§;—¢;) < apouri # jon avait un indice i pour lequel v (£,— 1) > «,
alors on aurait N(Q (0+n),a) = N(Q (0+¢), «) = deg Q; > 0 ce qui
donne une contradiction.
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Considérons maintenant une deuxiéme décomposition P (0)
=P; (0—¢&;) ... P, (0—¢). Alors N(P(0+¢)),a) = deg P;. S’iln’y avait
aucun indice i tel que v ({;—n;) >« on aurait, puisque P (0+¢))
=P, (0+&—ny) ... P, (0+&,—n,), N(P(O+E&),a) = 0 ce qui est une
contradiction. Il y a donc un 5; avec v ({;—n;) > « et cet y; est évidemment
unique. Par suite de 'unicité du facteur fuchsien établie au théoréme 2.4 on a
DL/DLPJ,'(a): Dy/Dy P;(0+&;—n) et donc Dy /D P; (0—¢))
~ D;/Dp P;(3—n)).

3.3. Perturbations.

Nous nous limitons désormais au cas K = k ((x)) avec k de caracté-
ristique 0. Pour simplifier nous supposerons k algébriquement clos. Nous

prenons la dérivation ¢ = x — . Alors o = 0.
X

Si P est fuchsien et unitaire, alors P a ses coefficients dans ’anneau de
valuation 0 de K. Le polynéme réduit P vu comme élément de k [ X] s’appelle
le polyndme indiciel. On a bien sir deg P = deg P.

Soit Pe Dg. Soit N = N(P,0). Alors v (ay'P,0) = 0, c’est-a-dire
ay' P e 0 [0], par réduction on voit que ay* P est le polyndme indiciel de
son facteur fuchsien (rappelons qu’on peut factoriser P a gauche ou droite,
les polynémes différentiels ainsi obtenus ne sont pas les mémes mais ils
ont méme polyndéme indiciel). Il en résulte immédiatement que si pour
P, Qe Dy on a v(P—Q,0) > v(P,0) alors les facteurs fuchsiens de P
et O ont méme polynome indiciel.

THEOREME. Soit P e Dg; soient to, = 0>ty > ..>t, les valeurs
exceptionnelles associ¢es a P, posons s, = N(P,t)—n(P,t;) (on a
s; > 0).

1) Soit Q€ Dg, avec deg Q = deg P, vérifiant
(3.3.1) v(P—Q,t) >v(P,t) —sit; 0<<i<r.

Soit P(0) = Py (0—ny) ... P, (0—n,) une décomposition de P, avec
P.e D, fuchsiens et n; € L vérifiant v (n;—n;) <0 pour i # j,L =k ((xl’p))
étant une extension algébrique de K. Alors Q admet la décomposition

Q(0) = Q1 (0—=n1) ... 0, (=1,

ot les Q;€ D; sont fuchsiens et Q; et P; ont méme polynéme indiciel.
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2) Soit m le plus grand entier >0 tel qu’il existe deux racines A et u
d’un méme polynéme indiciel d’un des opérateurs fuchsiens P; vérifiant
I/l — ul =m. Si Qe Dy, avec deg Q = deg P, vérifie

(3.3.2) 2(P—0,1) >0 (P,t) —st; + m  0<i<r

on a
Dg/DgQ =~ Dy/DgP .

3) Si Qe Dy vérifie (3.3.2), il existe un sous-Dg-module N de
Dy/Dy Q tel que
Dg/DxQ ~Dg/DgP @ N .

Démonstration :

1) P; (0) est le facteur fuchsien de P (9+#;). Ce que I'on doit vérifier
est que Q (0 +1;) posséde un facteur fuchsien qui a méme polyndme indiciel
que P;. 11 suffit pour cela que I'on ait

(3.3.3) v(P(0+n)—Q(8+n,0) >v(P(d+n,),0).

Siv (y;) >0, (3.3.3) équivaut a la condition (3.3.1) pour i = 0.
Siv (n;) <0, alors v (17;) est une valeur exceptionnelle, soit v (;) = ¢;.
Mais alors en vertu des propriétés de la fonction de valuation

(3.3.4) v(P(6+nj)—Q(5+nj),O) >v(P(0+n)—Q(0 +1,), t;)
=9 (P(0)-0(d),1,).

Par ailleurs, on a n (P (3+7 D 1) <s; (car cette inégalité est vraie dans
le cas commutatif) d’ou

(3.3.5)  v(P(0+1p,0) <o (P(@+n),1,) — tn(P(d+1)), ;)
<v(P(d), 1) = t;5;.

La conjonction de (3.3.1) (3.3.4) et (3.3.5) nous donne (3.3.3).
On a donc les facteurs de Q: Q4 (0—1n,) ... Q,(@—n,). Comme

q

q
deg Q = degP = deg P, = ) degQ;
i=1

i=1

il n’y a pas d’autres facteurs.

2) Pour déterminer complétement D,/D, P il faut déterminer les F
Dy/Dy P; (0—n;). Or d’aprés la théorie de Fuchs si
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(3.3.6) v(P;(0)—0Q;(0),0) > m
onaD;/D, P; ~ D;/D; Q;. Mais comme, si I’on a choisi P, et Q; unitaires,

v (P;(8)~0Q;(9),0) =0 (P(0+n,) -0 (0+n,),0)

grice a (3.3.4) et (3.3.5) on voit que (3.3.2) entraine (3.3.6). Par conséquent
ona D;/D; P~ D,;/D; Qetdonc Dg/Dy P ~ Dg/Dg O.

3) Soit L une extension de K ou I’on peut factoriser P et Q. Le raisonne-
ment précédent nous montre qu’on a

0(0) = Q,(0—mny)...Qu(0—n,) Q' ()
et D,/D, O = @ D,/D; Q,(0—n;,) @ D/D; Q'. (Comme on n’a pas

fait I’hypothése deg P = deg Q on n’a pas nécessairement Q' constant).
D’aprés 2)

D;/D; P ~ @ D, /DP;(0—n;) =~ @ D;/D;, Q;(0—n;)

D;/D;, Q ~D;/D;P @ Dy/D;, Q" .
Mais comme D;/D; Q ~ Dg/Dy O ® L et D;/D, P~ Dg/DyP ® L,
K K

la décomposition précédente provient d’une décomposition du Dg-module
Dy/ Dy Q.
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