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Dans le troisième paragraphe, nous donnons la loi de décomposition
des nombres premiers dans ces corps non galoisiens.

^n^n' dans 'e quatrième paragraphe, nous établissons les propriétés
de divisibilité des nombres de classes annoncées au début en construisant
des corps tchébychéviens dont les clôtures galoisiennes sont des extensions
abéliennes non ramifiées de degré / de certains corps cycliques de degré — 1.
Les paragraphes 2, 3 et 4 sont essentiellement indépendants; seuls quelques
lemmes établis au paragraphe 2 servent dans les paragraphes 3 et 4.

L idée d étudier les corps tchébychéviens m'a été donnée par Pierre
Barrucand; les trois premiers paragraphes de ce travail ont été élaborés
avec lui; je tiens à le remercier ici.

0) Notations

Nous désignons par nun nombre positif impair (dans les parties 2), 3)
et 4) ce nsera supposé premier, nous poserons alors /), par le corps
quadratique Q Çjd)oùd est sans carré, par <5 le discriminant de et par £
et £ deux entiers conjugués (non rationnels) de K tels que M" où M
est un entier rationnel. Nous choisissons une racine n-ième de £ que nous

notons yy et nous posons M/yr ^ exp^et L — Q (co,\jd (co — 1)). Pour tout entier positif k, nous posons

h (ny/â* + (Vf)/C> t(k) + r*nJï,
T( — Q (t(k)), t t(0) et T r(0). Nous désignons par N la clôture
galoisienne de T. Enfin, si A est un anneau, Ân est le semi-groupe des puis-
sanceses «-ièmes des élémentsde A et A* est le groupe des éléments inversibles

de A.

V n

1) Etude générale

1.1. Une famille de polynômes

Pour tout entier positif k, nous désignons par Tk{X) le polynôme
vérifiant Tk(ez + e~z) ekz + (c'est-à-dire, à une légère modification
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près, le fc-ième polynôme de Tchébychev de 1ère espèce). On a T0 (X)
2, T± (X) X et Tk (X) XT^^X) - Tk_2 (X).
Posons Pk (X; M) - Mk/1 Tk (X/^Jm). On vérifie que, pour k > 0, les

Pk (X; M) sont des polynômes unitaires de degré k à coefficients entiers, que

P0 (X; M) 2, que P± (X; M) Xet que Pk (X; M) XPk_1 (X; M)
- MPk-2 (X; M).

Lemme 1.1.1. Pour tout entier positif k, on a Pk(t ; M) tk.

Démonstration. Soit z un nombre complexe tel que ez n^/Ç1^/'M, alors

+ e"z t/y/M et donc Pk (t; M) Mk/2 Tk (t/^M) Mk/2 (ekz

+ e~kz) tk.

Soit tr (Ç) Ç + Ç; le lemme précédent appliqué avec k n montre
que Pn (t, M) — tr (£) 0. De même, pour toutj on a Pn (tU); M) - tr (£)

0. On voit facilement que les tU) sont distincts deux à deux (car Ç n'est

pas rationnel), ce sont donc les n racines de Pn (X; M) — tr (£). De cela

on déduit le lemme suivant:

Lemme 1.1.2. £ est une puissance w-ième dans K si et seulement si
le polynôme Pn (X; M) — tr (£) admet une racine rationnelle qui permet
très simplement de savoir si £ est une puissance w-ième dans K. Enfin on a
le critère d'irréductibilité suivant:

Proposition 1.1.3. Le polynôme Pn (X; M) ~ tr (£) est irréductible si
et seulement si, pour aucun diviseur premier l de n, le polynôme
Pi (X;Mw//) — tr (£) n'a de racines rationnelles.

Démonstration. Notre polynôme est irréductible si et seulement si le
corps T Q (0 est de degré n sur Q. Mais, n étant impair, T est de degré n
sur Q si et seulement si K{n^J Ç) est une extension de degré« sur K. Cela
équivaut à ce que, pour aucun diviseur premier / de «, le nombre £ n'est
une puissance /-ième dans K; on conclut à l'aide du lemme précédent.

1.2. Les corps tchebycheviens

Définition 1. 2. 1. Le corps T obtenu par le procédé précédent est
dit tchebychevien si il est de degré n sur Q. Dans ce cas on dira que T est
le corps tchebychevien associé à £ ou que £ est un entier quadratique
définissant le corps tchebychevien T.
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Dans toute la suite, nous supposons que est tchebychevien. Les U)

sont donc les conjugués de T; le corps T est totalement réel si cl < 0 et
simplement réel (i.e. un et un seul conjugué réel) si 0. De plus, pour
tout diviseur m de n,le corps Q tm)est un sous-corps de T qui est
tchebychevien de degré «/m sur Q ; en conséquence, si est la décompo-

j
sition canonique de n et si rij n/l"/, alors T est le composé des corps
tchebycheviens Q {t

Nous allons maintenant déterminer la clôture galoisienne N du corps
tchebychevien T. Pour cela nous aurons besoin d'un lemme:

Lemme 1.2.2. Le nombret* y/—nyJ1) appartient à T.

Démonstration. On a - t Ç-J Ç + 0 donc

T ("J O T (yt2-4M). D'autre part K(?yJT)contient ces
deux corps ayant même degré sur Q sont égaux. En conséquence, l'auto-
morphisme non trivial de K("y/Ç)/Tenvoie Jd sur — y/d et -
sur — y]t2 — 4M donc laisse invariant y/d -Jt2 — 4M; cet élément est
donc dans T. On conclut en remarquant que les deux racines de l'équation

X2 — tX + M 0 sont ny/ £ et donc que \/ f
y/t2 — 4M (au signe près).
On peut maintenant démontrer la proposition suivante :

PROPOsiTioN 1.2.3. La clôture galoisienne N de T est le corps
Q (t, a*, v'd{a)2-\)) c'est-à-dire le composé TL de T et L,

Démonstration. Les conjugués de t étant les t u\ on a N Q (* *(0),

r(1),..., t't"-"). On a tw+ t(n~ V2œt et <*>_*<»-«** + 2i sin —
n

(M\/^ ~~n\f D' S0lt t(1) — *(n-1) +2y/d (co2 — 1) — (où ** est défini,

dans le lemme précédent). En conséquence Q (t, co, y/ d(œ2 — 1)) est inclus
27T

dans N. D'autre part, pour tout jon a t(J> 2/ cos —) +
n

t 271 \
t*271 2.71

sm 0 —) ,*
2i -jj-sin (j — 21cos (j —+ 2y/d (co2-1) —Jd nn v 271,

sm(-)
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(-ln\sm (j —

Mais cos (j—)et -— sont dans Q (co) et t* est dans Q
n /27c-(7)

donc est dans Q (t, co, ^(co2-!) et donc JV est inclus dans Q (f, m,

v/^(cû2-1)), ce qui achève la démonstration.

Le corps L Q (co, est une extension cyclique de Q

de degré cp (ri) (cp est l'indicateur d'Euler) sauf si K est un sous-corps

(p (ri)
imaginaire de Q (C) auquel cas ce degré est —-— Si n est premier, on

montre facilement la proposition suivante:

PROPOsiTioN 1.2.4. Si n est premier et si K n'est pas un sous-corps

imaginaire de Q(Q, alors Gal (N/Q) est isomorphe au groupe métacyclique

(ah\ „
(c'est-à-dire au groupe multiplicatif des matrices | ou a et b sont

dans le corps à n éléments et a ^ 0).

Démonstration. N est la clôture galoisienne d'un corps résoluble de

degré premier. Le groupe Gal (N/Q) est donc isomorphe à un sous-groupe
du groupe métacyclique. Mais Gai (L/Q) est un quotient d'ordre cp(ri) de

Gai (N/Q), ce dernier est donc le groupe métacyclique tout entier.

Le nombre n étant toujours supposé premier, le cas où K est un sous-

corps imaginaire de Q(Ç) se traite de la même manière. Si K ^ Q>/— 3 ou
si n ^ 3, on trouve que Gai (N/Q) est isomorphe au sous-groupe d'indice 2

(a b\
du groupe métacyclique formé des matrices I 1 ou a est un carre non

nul dans le corps à n éléments. Si K Q (sj — 3) et n 3, alors L Q
donc N T est une extension cyclique d'ordre 3 de Q.

Remarque. Dans lè cas général (i.e. n non premier) on a un résultat

.nalogue: si K n'est pas un sous-corps imaginaire de Q(Ç)5 le groupe
Gai (N/Q) est isomorphe au sous-groupe du groupe multiplicatif de l'an-

eau M2 (Z/nZ) des matrices 2 x 2 sur l'anneau Z/riZ formé des matrices

(ab\
u type I j où a est inversible. Si K est un sous-corps imaginaire de Q(Q
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différent de QÇj — 3) où si 3 ne divise pas n, alors Gai (AyQ) est un sous-
groupe d'indice 2 du groupe précédent.

Enfin, si et £2 sont deux entiers de K dont les normes sont les
puissances n-ièmes de rationnels mais qui, pour aucun diviseur premier / de
ne sont des puissances /-ièmes dans K, on a la proposition suivante :

Proposition 1.2.5. Lescorps T,et T2 coïncident si et seulement
si£i iiV" où k est un entierpremier à n et où t] est un élément de K.

Démonstration. Si TtT2, on voit facilement que K (Ç,
K (£, £2) et donc (théorie de Kummer) éi Q 'l>" où k est un entier

premier à net où tp est un élément de K (Q. On sait ([6] par exemple) que
cela implique une égalité i' 2 — ç2 avec dans K. Réciproquement, si

£i &nn, on a "jtiy + l"y/&_ + nn-JÏÏ- Posons i/ « +

ßV^jl vient "^î + Vli «(">/î2 + VI
"x/V)- Les lemmes 1.1.1 et 1.2.2 montrent que "JQ + Vl* ef-

\Jd("2 'VV sont dans T2, donc que Tx est inclus dans T2 ; ces

corps ayant même degré, on a Tt T2. C.Q.F.D.

Remarque 1.2.6. Si n3, les formules de Cardan montrent que les

corps tchebycheviens coïncident avec les corps cubiques non purs (un corps
pur étant un corps du type Q (V»i) avec m rationnel).

2) Le calcul du discriminant

Nous supposons maintenant que n est premier (impair); pour souligner
cette hypothèse nous posons nl.Nousallons calculer le discriminant A
du corps T. Comme on pourra le constater sur la formule, ce discriminant
n'est pas, en général, le discriminant du polynôme définissant T. La
formule est donnée dans le premier paragraphe.

2.1. La formule

Nous supposerons dans toute cette partie que l'entier quadratique l
n'est divisible par la puissance l-ième d'aucun idéal premier de Kqui divise /;
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