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3. PROPRIETE () ET OUVERTS AFFINES

Dans cette section nous démontrons une condition suffisante pour
caractériser les ouverts affines d’un schéma affine noethérien X comme les
complémentaires des parties fermées de codimension pure 1. () désignant
la propriété que tout idéal premier de hauteur 1 soit le radical d’un idéal

principal, la condition est que ’anneau intégre D ait localement la pro- |
priété (8). Cette derniére hypothése coincide avec la semi-factorialité locale :
si D est un anneau de Krull (prop. 3.4.), mais elle est en général plus faible,
comme le montre la remarque 3.11., qui donne un exemple d’une classe

d’anneaux ayant la propriété (f) mais non la propriété S,. Le travail se
termine par un exemple d’un anneau ayant les propriétés () et S,, mais
non intégralement clos (ex. 3.12).

DEFmNITION 3.1, On dit que D a la propriété () (respect. (B)) si tout

idéal premier de hauteur 1 de D a une puissance symbolique principale -

(respect. est le radical d’un idéal principal).

Si D est un anneau de Krull, la propriété («) coincide avec la semi-
factorialité; si D est noethérien, la propriété (8) coincide avec la propriété
C,FD étudié par E. Stagnaro dans [11].

REMARQUE 3.2. Si D a un seul idéal premier de hauteur 1 p, par exemple
si D est un anneau de valuation ou un anneau intégre quasi-local de dimen-

sionl,etsi0 # xep,ona ./ (x) = p,etainsi D a la propriété (B).

LemME 3.3. Si D est noethérien, D a la propriété (B) si et seulement

si le radical de tout idéal pseudopur de hauteur 1 est le radical d’un idéal

principal.

Preuve. Soient a un idéal pseudopur de hauteur 1 et py, ..., p, ses
idéaux premiers minimaux; alors, pour tout i = 1,...,n, il existe c;e D

— n P—
avec p; = \/(ci) et ainsi, sic = [[ ¢;, on a \/a =/ (¢).
i=1

I est clair que la propriété («) entraine la propriété (), mais I’inverse
est en général faux. En effet, si B = k [X, Y]/(X*>—Y3) = k[x,y] et
D = B, ;y, D a la propriété (), d’aprés la remarque 3.2., mais on voit
facilement qu’il n’a pas la propriété («). Toutefois le fait suivant est bien
connu.
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PROPOSITION 3.4. Dans un anneau de Krull D, la propriété () est
squivalent a la propriété (B).

- Preuve. Soit p un idéal premier de hauteur 1 de D et soit p = \/ (o).
Comme D, est un DVR, il existe ne N avec ¢D, = p"D,. On voit alors
facilement que 'on a p™ = (¢).

On a alors: D factoriel == D semi-factoriel = D a la propriété («)
= D a la propriété (B); il est bien connu (cfr. par exemple [11]) que si D
est un anneau du type C [X, Y]/p ayant la propriété (B), il est factoriel.

PROPOSITION 3.5. Si D a la propriété (B) etsi S est une partie multi-
plicative de D, alors Dy a la propriété (f).

Preuve. Tout idéal premier de hauteur 1 de D est du type p D, avec
p idéal premier de hauteur 1 de D. Sip = \/ (¢c),onapD, = \/ cD,.

COROLLAIRE 3.6. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) D, ala propriété (B) pour tout idéal premier p;
b) D, a la propriété (B) pour tout idéal maximal m.

DEFINITION 3.7. On dit que D a localement la propriété (f) (ou qu’il
est localement (B)) si, pour tout idéal maximal m de D, D a la propriété
(B)-

Il résulte de la définition et de la prop. 3.5. que si D a la propriété (f)
il I’a aussi localement. L’inverse, toutefois, est faux en général, comme il
est montré par le suivant

ExeMpLE 3.8. Soit D = C[X, Y]/(X?>— Y?3); alors D est localement
(B), puisque il a dimension 1, mais il n’est pas factoriel, et par suite il n’a
pas la propriété (p).

Dans ce qui suit, nous supposerons que D soit noethérien et que soit
X = Spec D.

Il est clair que si a est un idéal de D et F est le fermé de X défini par a,
alors ./a est le radical d’un idéal principal si et seulement si X — F est

un ouvert affine principal, et \/E est localement radical d’idéaux principaux
si et seulement si 'ouvert X — F est localement principal, auquel cas
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X — Fest affine. 11 peut toutefois y avoir des ouverts affines non localement
principaux. Si par exemple X est le cone affine projetant la cubique ellip-
tique plane projective sur C, I', si P est un point de I' dont aucun multiple
n’est intersection compléte et si F est la droite qui projette P, il est bien
connu que X — F est un ouvert affine non localement principal.

Le sens géométrique des propriétés « (B)» et « localement (B) » est
clarifié par les remarques suivantes:

a) D ala propriété (B) si et seulement si les ouverts de X définis par idéaux
pseudopurs de hauteur 1 sont exactement les idéaux principaux;

b) D est localement (B) si et seulement si les ouverts de X définis par les
idéaux pseudopurs de hauteur 1 sont exactement les ouverts localement
principaux.

PROPOSITION 3.9. Soient D un anneau intégre localement B), a un
idéal de D et considérons les conditions
a) le fermé V(a) est pur de codimension 1;
b) louvert U, est localement principal ;
¢) louvert U, est affine.

On a alors a) < b) = ¢). En outre, si la cléture intégrale D* de D
est noethérienne, les trois conditions sont équivalentes.

Preuve. 1’¢quivalence des deux premiéres conditions est claire, et il
résulte du coroll. 2.8. que b) = c). Si D* est noethérien et U, est affine,
on a, d’aprés le théor. 2.6., aT (a) = T (a), ce qui entraine (prop 2.11.)
que a est pseudopur de hauteur 1. Donc c) = a).

La proposition 3.9. généralise la prop. 2. de [2], qui affirme que si D

est localement semi-factoriel, les ouverts affines de X sont exactement les

complémentaires des fermés de codimension pure 1. En effet, comme nous

avons vu, la condition « localement semi-factoriel » est plus forte de notre -

« localement () ». Des exemples d’anneaux intégres non localement semi-
factoriels mais localement () sont tous les anneaux intégres de dimension 1
non intégralement clos; mais on a aussi des classes d’exemples en dimension
plus haute; pour le voir, démontrons la

PROPOSITION 3.10. Soit D un anneau intégre dont la cléture intégrale
D* est localement (f). Supposons en outre que
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'a) le conducteur m, de D dans D* soit un idéal maximal de hauteur > 2
.~ dans D; |

b) il existe un seul idéal maximal m, de D* au-dessus de m,;

D*__
c) il existe ne N tel que (\/ m,)* < D (toujours vrai si D* est noethé-
rien). Alors D est localement (B).

Preuve. Remarquons en premier lieu que les hypothéses indiquées
entrainent la bijectivité de I’application canonique de Spec D* en Spec D.

Or, si m est un idéal maximal de D et m* est le seul idéal maximal de D*
au-dessus de m, on a D, = D, (cfr. [3], ch. V, § 2, prop. 2); en outre, si
m # m,,ona D, = D, donc D, ala propriété (f).

Soient donc m = m,, p un idéal premier de hauteur 1 de D contenu
dans m et p* le seul idéal premier de D* (nécessairement de hauteur 1)

*

tel que p*n D = p. Alors on a /pD}, = p*D*; mais D}, = Dy a
la propriété (B), donc il existe f € p* tel que p*D,, = \/7 D*. L’hypothése
c) entraine que f" € D. Montrons que pD, = \/ f"D., en montrant que
pD_ est I'unique idéal premier de hauteur 1 de D, contenant /™.

En effet, si g D, est un autre idéal premier de hauteur 1 de D, conte-
nant /" et si q* est le seul idéal premier de D* au-dessus de g, on a /" € q*;
donc feq*, p*D, = /fD}, < q*D* et q D}, # D}, puisque q & m
et ainsi q* = m*. Alors, comme A4 (p*D;) = h(q*D,), on a ¢*D,,
= p*D’ ; donc q* = p* et q = p.

REMARQUE 3.11. Si D est un anneau intégre noethérien vérifiant les
conditions de la proposition précédente, D a la propriét€ R,; en effet,
si p est un idéal premier de hauteur 1 de D et p* est le seul idéal premier
de D* au-dessus de p, ona D, = D;* et ce dernier anneau est un DVR,
puisque D* est un anneau de Krull. On en déduit que, si D n’est pas inté-
gralement clos, D n’est pas S,; donc tout anneau intégre local non inté-
gralement clos vérifiant les conditions de la prop. 3.10. constitue un exemple
d’anneau intégre ayant la propriété () mais non S,, ce qui répond néga-
tivement a une question posée par E. Stagnaro dans [11].

ExempLE 3.12. Soit D = k[X, XY, Y% Y3]; alors la cloture
intégrale de D est D* = k[X, Y], et le conducteur de D en D* est
m, = (X, XY, Y%, Y3 D = (X, Y?) D*. Alors le seul idéal maximal
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D*
de D* au-dessus de m, est (X, Y) D* et (\/m,)? = ((X, Y) D¥)? <
donc, d’aprés la prop. 3.10., D est localement (B), mais il n’est pas S,.

EXeMPLE 3.13. L’anneau B = R[X, Y]/(X%+Y?) vérifie les condl-w
tions du corollaire 4.7. de [12], et ainsi I’anneau intégre D = B [T ]]
les propriétés () et S,, mais il n’est pas intégralement clos.
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