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2) S + est égal à la réunion des espaces $sr, r, s e R.

Démonstration. 1) Si fe S"2+1 avec me N, la proposition 3.4 montre
que / est de classe Cm sur [0, oo[ et que fU) (0) 0 pour 0 <7 < m;
il suffit de prendre m arbitrairement grand pour obtenir / e Cq.

Si / e Cq la proposition 3.5 montre que f e S1? quels que soient
m e N et r e R.

2) Si Te$'+, la proposition 1.5 entraîne que T= Dm(t~qg) avec
m, qeN et g eC%. Or / tge Set + appartient à

en raison de la proposition 3.3 et de la formule de Leibniz.

4. Comportement asymptotique au voisinage de l'origine

Soit Sr 00 la réunion des espaces Ssr, ^eR. On peut considérer que
l'appartenance à S'~co caractérise l'ordre de grandeur d'une distribution
au voisinage de l'origine. En effet, le théorème 3.1 montre que cette
appartenance est une propriété du germe à l'origine; d'autre part, l'égalité

tr <f0
00 qui résulte de (2.9) et les propositions 3.4 et 3.5 montrent que

la propriété est voisine des propriétés T - o (C) ou T O (tr)
lorsque t -» + 0.

Exemples. Soit x e C°° (R+) une fonction à support borné égale à 1

au voisinage de 0. Posons X On a X(z) z'1 $ (z), où #
- (Dx) est la transformée de Mellin d'une fonction de (R+) (voir le
théorème 3.1 pour les propriétés de $) et ^ (0) 1. Pour p e C et ke N
posons

(4-0 XP,k (0 tp (log t)k % (0

On a Xp k(z) 9JlxPjfc(z) Xw(z + p), fonction méromorphe de z
avec un pôle d'ordre k + 1 en — p, de partie principale (— l)k k
(z + p)~(k + 1\ De plus, si le support de x est contenu dans ]0, a], quel que
soit m e N,

(4.2) (1 + |z|)m (z + p)k +1 XPik (z) a~RQ 2 est borné pour Re z > -m

Etant donné s réel, on a g ^rs si et seulement si RQp > r.
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Développements asymptotiques. Donnons-nous une suite (pj) de

nombres complexes distincts telle que Re pj -> + °o lorsque j -> oo et

une suite {mfi de N.
Pour tout r e R, soit J (r) — { (j, k) e N2; Repj < r, 0 < k < rrij} et

soit J la réunion des J (r).
Considérons la famille 3F des fonctions xPj-,k, (y, k)eJ, avec (4.1).

Définitions. 1) On dit que /e$+ admet un développement asympto-

tique généralisé à l'ordre r (reR), par rapport à s'il existe des nombres

ajfke C, (y, k)e J (r) tels que la différence

(4.3) f r — f ^ aj,k,Xpj,k
(M)eJ(r)

appartienne à 00.

Les nombres ajtk sont alors déterminés de manière unique; en effet,

pour qu'une combinaison linéaire des Xp .>k, j ,k)eJ (r), appartienne à un

espace il faut que ses coefficients soient tous nuls.

2) On dit que / e admet un développement asymptotique généralisé

illimité, par rapport à si/ admet un développement asymptotique généralisé

à l'ordre r pour tout reR.
3) Soit se R. On dit que / e S+ admet un développement asymptotique

de type à l'ordre r (r e R), par rapport à s'il existe des aj)k, (j, k)

e/(r), tels que/re<f* avec (4.3).

4) On dit que / e admet un développement asymptotique de type
Ss illimité, par rapport à 3F

9
si / satisfait à la définition 3 pour tout reR.

5) On dit que / e admet un développement asymptotique illimité,
indéfiniment dérivable, par rapport à si / satisfait à la définition 4 pour
tout s e N.

Les propositions suivantes montrent que, sous des hypothèses
convenables, les développements asymptotiques généralisés sont en fait des

développements asymptotiques usuels, et réciproquement. La proposition

4.1 est une conséquence immédiate de la proposition 3.4 et de la
remarque 2 qui suit cette proposition:

Proposition 4.1. Soit me N et f e$'+.

1) Si f admet un développement asymptotique généralisé de type é>m + 1,

à l'ordre r, par rapport à 3F, alors fe Cm (R+) et il existe des nombres

complexes ajk tels que
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(4-4) / (0 X ai,k tFj (log if + fr (t),
j,k)eJ (r)

avec /<y,(f) o(tr~j) lorsque t ^> + 05 pour 0 <y <ra.

2) Sz / vérifie (4.4) avec /r g Cm (R+) ef f(rJ)(t) O (tr~J) lorsque
t -> + 0, pour 0 <y <m, alors f admet un développement asymptotique
généralisé de type à l'ordre r' pour tout r' < r.

La proposition suivante découle facilement de la proposition 4.1.

Proposition 4.2. Pour que f eS+ admette un développement asymptotique

illimité indéfiniment dérivable, par rapport à il faut et il suffit
que f e C00 (R+) et que

(4.5) / (0 - Y aj,k tPj (log tf
(MeJ

lorsque t -> + 0, développement asymptotique au sens usuel\ indéfiniment
dérivable terme à terme.

L'existence d'un développement asymptotique pour une distribution /de S + est équivalente à des propriétés de méromorphie et de croissance

pour la transformée de Mellin de /. Un exemple est fourni par la proposition

4.3; (voir aussi [5], proposition 1.1, page 397, où il est montré que,
pour des topologies naturelles, la transformation de Mellin est un isomor-
phisme vectoriel topologique de l'espace des fonctions admettant un
développement asymptotique sur l'espace de leurs transformées de Mellin).

Proposition 4.3. Soit fe#'+9 F 9K/. Pour que f admette un
développement asymptotique illimité indéfiniment dérivable, par rapport à

ilfaut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

a) F est méromorphe dans C avec pôle d'ordre < mf+ 1 au point
— pj pour tout je N.

b) Il existe a > 0 tel que, pour tout me N, (1 + |z|)m.F(z) a"Re z soit
borné en dehors d'un compact du demi-plan Rez> — m.

Démonstration. Les conditions a) et b) sont nécessaires: Soit a > 0

tel que les supports de / et / soient dans ]0, a], où % est la fonction qui
intervient dans (4.1). Quel que soit raeN, en prenant r m + 1, et en
définissant fr par (4.3), on peut supposer que freêmY, donc que Fr{z)

3Dlfr(z) (z + r + \)~m Gr{z + r) est holomorphe pour Rez > - r,
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avec GreM. La caractérisation de 9M au théorème 3.2 et le lemme

1.6 montrent que (1 + \z\)mFr(z)a"Re z est borné pour Re z > - m.

Comme F (z) £ a,,* X k (z) + F„ (z), F est méromorphe
(j,k)eJ(r)

dans Re z > — r et ses pôles sont ceux des aj>k Xpj}k, d'où a) et b) compte

tenu de (4.2).
Les conditions a) et b) sont suffisantes: Soit

mj

k — 0

la partie principale de F au pôle — pj. Etant donné r g R, posons

Fr(z) F (z) - X aj)k Xp .k (z)
U,k)eJ(r)

Si « g N, d'après b) pour m > max (n, r), on a que i7 g ". Par

transformation de Mellin inverse, il s'ensuit que/r donnée par (4.3) appartient
à ênr, c.q.f.d.

Application. Nous allons appliquer les résultats précédents à la fonction

(4.6) F(z)

où A est une fonction analytique réelle, non constante, sur une variété

analytique réelle V connexe, paracompacte, de dimension n, et # appartient
à l'espace 2t (V) des «-formes différentielles impaires, de classe C00, à

support compact dans V. Il est clair que F est holomorphe pour Re z

> 1, puisque l'application (x, z) (A (x))+-1 est continue, et holomorphe

par rapport à z, pour x g V et Re z > 1. Dans [1], en utilisant une version

du théorème de résolution des singularités de Hironaka, Atiyah montre

que F admet un prolongement analytique méromorphe dans C. En reprenant
sa méthode, nous allons préciser le résultat.

Soit U un ouvert relativement compact de F, dans lequel A n'ait pas
d'autre valeur critique que la valeur 0. L'application linéaire continue
A* : C00 (R) -» C00 (U) telle que A* xj/ (x) xj/ (A (x)), donne par
transposition une applicatipn linéaire continue A% de Of (U) dans Mc (R) l'espace
des mesures à support compact sur R, définie par < A*<!>, x// < #, A*xj/

jut (A (x)) # (x), pour # g Q) (U) et xj/ g C00 (R). Comme dA ^ 0

dans U* { x g U ; A (x) ^ 0 }, il existe dans C/* une («~l)-forme
impaire Q de classe C00 telle que <P dA a Q et l'on a, pour x/j e Q) (R*),
(Az<P,\l/) J / (0 "A (0 dt avec / (0 J^-i(f)0 (x), l'injection de

y4_1(t)n F* dans U*étant convenablement orientée. Ainsi, dans R*
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R \ { 0 }, A*<P coïncide avec la fonction/de classe C00 et A# induit une
application linéaire continue de 2f (C/*) dans Sf (R*). Par dualité on obtient
donc une application linéaire continue de 9) '(R*) dans 9' (U*) l'espace
des distributions dans C/*, définie par < A*S, > < S, A%$ pour
Se 9' (R*) et <Pe9(U*); A*S est l'image réciproque de S par A. Soit
8t (A) A*8t l'image réciproque par A de la mesure de Dirac 8t au point
t # 0. On a

(4.7) f(t)

Proposition 4.4. Soit U un ouvert relativement compact de V,

dans lequel A n'ait pas d'autre valeur critique que 0. Il existe un

entier q q (U) > 1 tel que, pour toute e 9 (U), la fonction F
définie par (4.6) vérifie les conditions a) et b) de la proposition 4.3, avec

Pj — 1 + (j +1 )/q et mj < n — 1 (j e N, n dim V). F est la

transformée de Mellin de la fonction f donnée par (4.7); f est intégrable
et de classe C00 sur R+ ; lorsque t -> +0,/ admet un développement

asymptotique

(4.8) / (0 ~ I r1 + 0'+1)/« (log 0*

a*eN,0 < k < n — 1), indéfiniment dérivable terme à terme.

Démonstration. (Voir aussi [4]). En suivant la démarche de [1], par
désingularisation et localisation, on se ramène au cas où V Rn et

F00Jq or • • •
1

<p O)dx >

avec (p e 9 (Rw), Q { x g Rn ; xk > 0, 1 < k < « }, et où les sont
des entiers > 0 non tous nuls.

Nous dirons qu'une fonction Fk (xu xk; z) a la propriété (0 < k

< n, P0 est ^ interpréter de manière évidente) si

1) Fke C°° (Rk x (C\Sk)), Sk étant une partie fermée discrète, bornée

supérieurement, de R.

2) Pour tout zeC\Sk, x' i-> Fk{x'\ z) est une fonction appartenant
à C00 (Rfc), à support dans un compact fixe de Rk.

3) Pour tout x'eRk, z\-^Fk(x';z) est méromorphe dans C avec

pôles d'ordre < n - k aux points de Sk.

4) Si k < n - 1, il existe > 0 tel que, quels que soient aeNfe,

meN, on ait | d*x, Fk (x'; z) \ < Cam (1 + \z\)~m af&z pour x'eRfc, Re z

> - m, distance (z, Sk) > 1, avec Caw > 0.
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Fn <p a la propriété Pn, et les propriétés a) et b) de la proposition 4.3

pour F, équivalent à la propriété P0 pour F0 F, avec

{i-u + m-,jeN
q entier > 0. Il suffit donc de prouver que si Fk+1 a la propriété Pk+1
alors

s* oo

Fk(x'; z)V (X'; z) dt

a la propriété Pk. Or, avec les notations du début du paragraphe, la formule
de Taylor donne

Fk+i(x>t;z) £ — dk+1 Fk+1 (xf, 0; z) tJ % (t) + tß+1 Rß (x\ t; z)
j=o J •

avec

t;z)rC+1>(l-Z(0

,AC1(1-S)%"+1 ^ wJo—9?—
On a donc, avec X 9ftx,

ß 1 •

^(x'z) X 77 ^+1 z)^(Z(Ik+i ~~Qk+i +J +1)
j=oJ-

r» oo

+ \ i«*+i(z-1) + * + l ^(x',f;z)Jf.

En prenant p. arbitrairement grand, on montre facilement que a la
propriété Pkavec Sk Sk+t u { 1 - (j +1 ; N}.

Puisque F a les propriétés a) et b) de la proposition 4.3, on a 'jfflg
où g eê+ est de classe C00 sur R+ et admet, lorsque t —> 4 0, un
développement asymptotique du type (4.8) indéfiniment dérivable terme à terme;
en particulier, 9 ~ o (t1 + ' '2q) lorsque t —> + 0 et g est intégrable sur
R+. Par ailleurs, on a vu que A%<P était une mesure à support compact
sur R prolongeant la fonction/considérée sur R+ ; par suite,/ e S', et pour
Re z > 1

'

Wlf (z) < A^, tl'1> (A (xi)r1 4> (x) (z).

On en déduit f g.
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