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le résultat classique de Bochner cité dans l'introduction *), pour déduire que

chaque fonction Uj (t) est presque-périodique dans Hp et par conséquent,

dans H aussi.
00

Maintenant, pour tout h e H, on a h £ Pjh, et donc, pour tout
j i

te R, on a que
00 00

"(0 X PjU{t)X "AO-
j=i J=I

Considérons aussi la série

oo oo

X Pj Au (t)X (0
j i j=i

Rappelons enfin le fait élémentaire suivant:
00

dans la série d'opérateurs Pj I qui converge fortement (c'est-à-dire
j i

00

que ^ PjX x, pour tout x e H), la convergence est uniforme quand x
j i
dans tout ensemble relativement compact de H.

Vu que u (t) est fonction bornée dans H, il résulte que l'ensemble

{(0}-oo<*<oo est relativement compact dans H, et par conséquent la
oo

série (/) est uniformément convergente pour t e R.
j i

Chaque fonction Auj (t) étant manifestement presque-périodique,
il s'ensuit que (,t) est presque-périodique aussi. Par suite, la dérivée
w' (0 Au (t) + f(t) est presque-périodique, et puisque H est un espace
parfait2), et w (/) est bornée, le théorème en résulte.

§ 3. Presque-périodicité des solutions a trajectoire
RELATIVEMENT COMPACTE

Nous allons étudier maintenant des solutions presque-périodiques pour
des équations

(3.1) u'(t) Au (0
A étant maintenant un opérateur linéaire de domaine ÇA (A) dense, mais
non nécessairement continu.

Q Précisément le Th. 4.2 (pag. 92) dans [5].
2) Théorème de L. Amerio (voir par ex. [1] et [12]).
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Le premier résultat, assez simple, et bien connu (voir [1] et [3]), concerne
l'équation homogène. Précisément on a le

Théorème 3.1. Soit A un opérateur linéaire de domaine dense Q) (Al)
dans l 'espace de Hilbert H, tel que (Ah, k)H — (h, Ak)H, pour tout
h, k e Çè (A), Soit u (t) une fonction continûment dijférentiable de R dans

H, à valeurs dans Q) (A), telle que u' (t) Au (t), /eR. Supposons

que l'ensemble {u(t)}teR est relativement compact dans H. Alors u(t)
est presque-périodique dans H.

Démonstration. Soit v (t) une solution arbitraire de l'équation v' (t)
Av (t); soit 0 (t) la fonction à valeurs réelles

0(0 HOji
(j) (t) est donc continûment différentiable et l'on a

0'(O (w'(0."(0)h +(W(0,W'(0)H

(f), t; + (fl (0, (0)// 0

vu que A est antisymétrique. Il résulte donc (j) (t) (j) (0), c'est-à-dire
Il v (0 \\h Il v (0) ||h, te R.

Prenons maintenant, pour tout nombre réel cr, la fonction translatée

va (/) u (t + o); on a v'a (t) Ava (t); pour al9 a2 arbitraires on trouve

que
OvOO -f»2(0)' -4Ki(0 -^2(0)>

et donc

I % (0 - (0 III Il vai (0) - v„2 (0) Il, R

ce qui revient à l'égalité

II « (t+ai)- m (r +cr2) Il Il « (ffj) - u (cr2) j||, R

Si maintenant (crn)^ est une suite arbitraire de réels, on peut en extraire

une sous-suite ((?np)i, de façon que la suite { u (anp) }p=i, soit de Cauchy
dans H. Mais alors,

sup II u (t+ a)- m (f + III Il M (<r - u (<r |||
teR

et par conséquent la suite de translatées { u (t + anp) }p=i, est une suite de

Cauchy par rapport à la convergence uniforme sur R. Cela démontre la

presque-périodicité de u (t), d'après le critère de Bochner.
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Le deuxième résultat ici concerne l'équation non-homogène, u' (t)
Au (t) + /(t), dans un espace de Banach arbitraire PC. Par hypothèse,

A sera maintenant un opérateur linéaire, fermé, de domaine dense Çè (A)
dans PC, qui est le générateur infinitésimal d'un groupe G (t) de transformations

linéaires continues de PC en lui-même. Pour être plus précis, on

suppose que G (it) est une fonction de R dans (PC, PC)*), telle que G (t) x
est continue pour tout xei; G (0) sera l'opérateur identité dans PC, et

on aura G(t1 + t2) G (tf) G (tf) pour toute paire de nombres réels ti
et 12. On suppose aussi que la relation

G(rj)x — x
lim Ax

o V

a lieu si et seulement si x e P$ (A). Nous allons démontrer le résultat suivant
(voir [10]):

Théorème 3.2. Soit f(t) une fonction continue presque-périodique de

/eR à valeurs dans 3C. Soit u (t) une fonction de R dans Q) (A),
continûment différendable dans if, vérifiant la relation :

uft) Au(t) + /(t), te R

Supposons aussi que l'ensemble { u (/) }uR soit relativement compact
dans PI, et que la fonction G (t) x soit presque-périodique de R dans PI,

pour tout xe PC. Alors u (t) est aussi presque-périodique.

Le théorème sera une conséquence de certains lemmes de caractère
élémentaire. Premièrement, un résultat de représentation des solutions
moyennant une formule intégrale:

Lemme 1. Si f(t) est continue de R dans PC, et si u (t) est une solution

de l'équation u' (t) Au (t) + f(t), on a

u (t) G(t)w(0)+J G(t— o)f(a)do pour tout te R.

On considère en effet la relation u' (cr) Au (o) + /(cr), ugR, et on
applique des deux côtés l'opérateur G (t~o), où t est fixé. En intégrant de
0 à t, on déduit

r*
G (t — g) u' (<t) da

rt
G (t — cr) Au (er) da +

o

G (t — a)f (a) da
o

0 Espace des opérateurs linéaires continus de se en se.
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à
D'un autre côté, ce n'est pas difficile à voir que — G (t — a) u {a) —

da
— AG {t —a) u {a) + G {t —a) u' (a); en intégrant ici de 0 à t on trouve que

u (t) — G(t)u (0) —

et en additionnant on voit, par la commutativité de G {t —a) avec A, l'égalité

u(t) — G(t)u(0) f G(t—o)f(a)da,teR.

pt i*t
AG (t — a) u (a) da + G(t—o)u' (er) da

o Jo

Pour intégrer on utilise le fait immédiat que G (£) h (£) est continue de R
dans pour toute fonction continue h (£) de R dans Se. On a aussi un
résultat de compacité exprimé dans le lemme suivant.

Lemme 2. Soit G (t) un groupe à un paramètre fortement continu,

ayant la propriété que l'ensemble {G(V)x}f£R est relativement compact
dans Se, pour tout xel Supposons aussi que f (t) soit une fonction de R
dans SC, telle que l'ensemble {/(0 },eR soit relativement compact dans SC.

Alors, l'ensemble { G (t)f(t)}tsR est relativement compact dans SC.

En effet, on remarque premièrement que sup || G (t) ||^ M
< oo d'après le théorème sur la borne uniforme, et vu que tout ensemble

relativement compact est borné.
Prenons alors une suite arbitraire { tn de réels et extrayons une sous-

suite telle que lim f(t'n) œeSe. Après une seconde extraction,
n-+oo

on trouve une sous-suite {t"n}T cz { t'n telle que la suite { G (t"n) œ } o

est aussi de Cauchy. On en déduit alors que la suite { G (t"„)f(t"n) }£°=1 est

de Cauchy dans SC, en observant l'égalité

G(t"n)f(t"n) - G{t"m)f(t"m) [G(t\) - G(C'm)][/(C'„) - ©]

+ \_G(t"n) - G (t "m)j œ + G (£"m) [/(t "„) -/(C'J]
et donc la majoration

Il G(t"n)f(t"„)-G(/"J/(rj| < 2M|| - û>|

+ I [GO "„) — G(t"J] ©I + M ||/0 "„) - f

On passe ensuite à un résultat de presque-périodicité, exprimé dans le

Lemme 3. Soit G (t) un groupe à un paramètre fortement continu,
tel que la fonction G (t) x soit presque-périodique pour tout xel Soit
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f(t) une fonction presque-périodique dans Alors la fonction G(t)f{t)
est aussi presque-périodique.

Pour prouver ce Lemme, remarquons que l'ensemble {/(0}*eR est

relativement compact dans ce qui arrive pour toute fonction presque-
périodique 1). Il existe alors, pour tout s > 0, des éléments f(tf), f(t2),
...,/(/v), de façon que, pour tout t réel, on ait la relation

f(t)eu <S(f(tk),e)où S(y0,e) || x - || < e}
k= 1

Prenons maintenant en considération les fonctions presque-périodiques
(en nombre fini)

f{t), G(t)f(tl),G(t)f(t2),...,G (0/(0
d'après résultats connus 2), il existe un ensemble relativement dense { t }g

commun pour ces fonctions, formé de e-presque-périodes. De plus, comme
dans le Lemme 2, on a sup || G (t) ||^(^^) M < oo. En prenant

teR

arbitrairement t e R, on trouve un tk, tel que !/(/) | < e. On
déduit ensuite, pour t e { t }£, la relation

G(t+T)f(t+x)- g it)fit)
Git+r)\_fit+r)-fit)}+

+ Git+T)fitk)-G(0/(0 + -fit)]
et donc la majoration

Il G(f + T)/(f+T) - G(0/(0II < M s + M e + s + M s 3M s + s.

ce qui prouve le Lemme, t étant un réel arbitraire.

Lemme 4. Sï h (t) est une fonction presque périodique de R dans
V

alors h{t) h —/) ^ fonction presque-périodique.

En effet, si t est une e-presque-période de h (t), alors - t est une e-
V

presque-période de A (t), vu que

hit-x) - hit) hi-t+x) - hi-t)

Voir [1], IV — pag. 5.
2) Voir [1], pag. 10.

L'Enseignement mathém., t. XXIV, fasc. 1-2.
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et
V V

sup I h (t — t) — h (t) I sup II h — t +t) — h — t) || < e
teR teR

En plus, si { t }g est un ensemble relativement dense de nombres réels,
l'ensemble { —% }£ est aussi relativement dense.

Par conséquent, si le groupe d'opérateurs G (t) est tel que G (t) x est
V

presque-périodique pour tout xef, alors le groupe G (f) G(-t)
vérifie la même propriété.
On peut donc maintenant donner la

Démonstration du Théorème 3.2. En vue du Lemme 1 et de la presque-
périodicité de la fonction G (t) u (o), il nous reste à prouver que la fonction

v (t) G {t —a)f (a) da est presque-périodique. On voit immédiatement

que l'ensemble { v (t) }feR est relativement compact dans $*, vu que chaque
élément de cet ensemble s'écrit sous la forme v (t) u (t) — G (t) u (0),
les deux ensembles { u (t) }?eR et {G (t) u (0) }teR étant aussi relativement

compacts.
On a aussi

et donc

v(t) G (0

G (-t)v (t)

G (-a) f (a) da
0

G(-Ö-)/O) dG

Maintenant, l'ensemble { G -1) v (t) }feR est relativement compact,
d'après le Lemme 2 et le Lemme 4.

D'autre part, la fonction G — g)/(g) est presque-périodique (d'après

les Lemmes 3 et 4); vu que l'ensemble |J G( — g)/(g) dG
|teR est

relativement compact dans #*, on déduit, par un théorème de Bochner [2] (voir
aussi [1], I — pag. 53, 57, 58, 59, et [5], Th. 6.19, pag. 161) la presque-

périodicité de J G (~g)/{g) dG.

En appliquant de nouveau le Lemme 3, on trouve que G {t —g)f (<j) dG
J o

est presque-périodique, ce qui prouve le théorème.
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