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SISTEMI NORMALI DI GENERATORI
PER GLI IDEALI DI Z [x]

di R. Franci e L. Toti Rigatelli x)

Premessa

Se / e / sono due ideali principali di Z [x] possiamo agevolmente con-
frontarli rispetto all'inclusione confrontando i loro generatori. Tuttavia
se I e / non sono principali una ispezione diretta di due dati sistemi di
generatori non ci permette in generale, di confrontare gli ideali stessi. In
questa nota si da un teorema di riduzione a forma normale per sistemi di
generatori di ideali di Z [x], ossia si definiscono certi sistemi « normali »

di generatori e si dimostra che ogni ideale ammette esattamente un sistema
normale di generatori e si da un procedimento « effettivo » che permette di
passare da un dato sistema finito di polinomi a un sistema normale per
l'ideale da esso generato. Inoltre si dimostra che alcune delle questioni
principali relative agli ideali hanno soluzione « effettiva » dati i loro sistemi
normali.

1. Sistemi normali

Sia J un ideale di Z [x]. Per ogni numéro naturale n indichiamo con Jn

l'insieme costituito dai coefficienti direttivi dei polinomi di grado n di J
e dallo zero.

Ovviamente :

Lemma 1. Jn è un ideale di Z.

Lemma 2. La successione degli Jn è (debolmente) crescente.

Poichè Z è euclideo e quindi noetheriano, la successione di cui al lemma 2
è stazionaria.

Poniamo M {n : Jn_1 a Jn } 2) convenendo che OeMsee solo se
Jo ^ {0}. M q ovviamente finito.

*) Lavoro eseguito nell'ambito del gruppo nazionale per le strutture algebriche e
geometriche e loro applicazioni del C.N.R. Anno 1976.

2) Ora e nel seguito col simbolo c intendiamo l'inclusione propria.
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Indichiamo con an il generatore non negativo di Jn. La successione

(an)neo>)1 S] dice segnatura dell'ideale J. Ovviamente la segnatura di un
ideale non ridotto a { 0 } puô avere solo un segmento iniziale finito di zeri.

Def. 1. Un polinomio di Z [x] si dice normale se e solo se :

(i) il suo grado n è in M ;

(ii) il suo coefficiente direttivo è an;

(iii) il suo coefficiente i— esimo (per ogni i < n) è non negativo e minore
di ap. se at ^ 0.

Lemma 3. Per ogni ne M esiste esattamente un polinomio normale

appartenente a J di grado n.

Dim. Sia ne M qd an il generatore non negativo di Jn.

Allora esiste un polinomio in J di grado n e coefficiente direttivo an;
sia esso p (x) anxn + bn_1 x'1_1 + + b±x + b0. Consideriamo in J
un polinomio del tipo s (x) an-\ + + cxx + c0. Se an_1 A 0,

poichè fe„_l5 an_ 1 e Z esistono qn-u rn_1e Z tali che bn-1 an_l qn^1
+ rn_1 con 0 < t < an^1. In p (x) - s (x) qn^1 e J il coefficiente del

termine di grado n è an, quello di grado n — 1 è rn_l. Procedendo in modo

analogo si costruisce un polinomio che verifica anche la (iii).
Supponiamo adesso che esistano due polinomi q (x), p (x) e J con

p (x) # q (x) e verificanti entrambi (i), (ii), (iii). Siano p (x) an xn

+ 1 xn~ 1 + + bxx + Z?0; q (x) an xn~ 1 + x
xn~1 + + c1x

+ c0 p (x) — q (x) e J. Sia i il massimo indice per cui bt — ct ^ 0, allora
b{ — cte Jt e quindi bt — ct at a con ae Z, contro la (iii). Da cio segue

P (x) q (x)<

Teorema 1. I polinomi normali costituiscono un sistema di generatori
indipendenti per J. 2)

Dim. Sia p (x) un polinomio di /, facciamo vedere innanzitutto che

p (x) puo essere espresso come combinazione lineare di polinomi normali.
Lavoriamo per induzione sul grado di p (x).

Passo zero : Sia p (x) di grado zero. Salvo a confondere, come faremo

sistematicamente, gli elementi di Z con i polinomi di grado zero, p (x) g J0.

Da cui segue l'asserto.

x) Con co indichiamo l'insieme dei naturali.
2) Ovviamente nel caso che stiamo esaminando questo risultato costituisce un

raffinamento del teorema della base di Hilbert.
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Passo induttivo : Supponiamo adesso che ogni polinomio in J di grado
minore o uguale a n — 1 sia esprimibile come combinazione lineare di

polinomi normali. Sia p (x) cnxn + + + c0 e J di grado n.

Distinguiamo due casi: neM. Consideriamo il polinomio normale di

grado n; sia esso q (x) anxn + dn- 1xn~1 + + d0. Essendo cneJn
sarà per un opportuno c e Z, cn — anc. II polinomio p (x) — cq (x) è in J
ed è al più di grado n — 1 ; quindi per l'ipotesi induttiva è esprimibile come
combinazione lineare di polinomi normali.

n $ M. Sia m il massimo grado dei polinomi normali di grado minore
di nq q (x) il polinomio normale di grado m. II polinomio q (x) xn~m bin J
ed è di grado n. Essendo per le ipotesi fatte an am e cne Jn sarà per un

opportuno c e Z, cn amc ; p (x) - c q (x) xn~m è un polinomio di grado
al più n — 1, quindi per l'ipotesi induttiva è combinazione lineare di
polinomi normali. Resta da vedere che i polinomi normali costituiscono un
sistema di generatori linearmente indipendenti. Questo risultato segue
banalmente dall'osservazione che il coefficiente direttivo di ciascun
polinomio normale è multiplo proprio del coefficiente direttivo del polinomio
normale di grado immediatamente più alto.

Osserviamo che nei casi in cui la situazione è cosi semplice da suggerire
un certo sistema di generatori come « naturale », questo è il sistema
normale. Per esempio se / è un ideale principale, J (/) allora {/} è il
sistema normale per J. Ancora se / n Z (p) cioè J (p,f) con /

xn + bn_ 1
xn_1 + 4- b0 con 0 < b{ < p allora { p,f} è il sistema

normale per J.

2. Segnature

Def. 2. Si dice segnatura ogni successione di naturali decrescente

rispetto alla divisibilité da un certo indice in poi. Una segnatura si dice
normale se è decrescente rispetto alla divisibilité.

Ovviamente una segnatura è una successione stazionaria.
Sia SP l'insieme delle segnature. Se a - (an)ne(0, b (bn)neco sono

dementi di SP poniamo a < b se e solo se: (i) at divide bt per ogni ieco:
(ii) l'indice di stazionarietà di a è minore o uguale a quello di b; (iii) at è

divisore proprio di bt per almeno un i e cd.

E' immediato verificare che < è una relazione transitiva.
La segnatura di un ideale di Z [x] è una segnatura normale. Viceversa

ogni segnatura normale a (a„)mm è la segnatura di un opportuno ideale
Ja di Z [x], per esempio dell'ideale generato da { an x" }ne(0.
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Se a e b sono due segnature normali tali che a < b allora Ja => Jb. Se

Ju J2 sono due ideali di Z [x] con ci J2 allora la segnatura di J2 è

minore o uguale a quella di

Lemma 4. La relazione < in £f è fondata.x)

Dim. Supponiamo che ci sia una successione decrescente di segnature,
sia essa a0 > a1 > > ak > Sia (nK)Ke(0 la successione, ovviamente
stazionaria, degli indici di stazionarietà ; indichiamo con n il sua valore di
stazionarietà. Consideriamo la successione (a* )Ke(0; taie successione è

decrescente rispetto alla divisibilità e quindi stazionaria; sia a il valore di
stazionarietà. Dunque dall'indice n in poi ognuna delle successioni di

partenza vale a, dovendo essere a0 > a1 > > aK > ne consegue che

esiste un indice /, 0 < / < n — 1 taie che la successione (aj)Ke(a decresce.

Questo è assurdo, dunque < è fondata.

Def. 3. Sia Pi,...,pn una sequenza di polinomi di Z [x] di gradi
rispettivamente rl9 rn, a due a due diversi, ordinata secondo l'ordine
crescente dei gradi. La sequenza (infinita)

0, 0 ,puxpu x2p1, X2"'1'1puPl,x'"-1'""-2'1 Pn.uPn,
xpn, xKpn

si dice prolungamento délia sequenza data.

La sequenza dei coefficienti direttivi di un prolungamento è una segnatura;

che chiameremo appunto segnatura dal prolungamento e, per abuso di

linguaggio, anche segnatura délia sequenza di partenza.
La segnatura di un sistema normale di generatori per un ideale J di

Z [x] è una segnatura normale.

Teorema 2. Sia J un ideale di Z [x], /?1? ...,pn il suo sistema normale

di generatori. Il prolungamento di detto sistema genera Videale come Z-
modulo.

Dim. Ovvia.

Def. 4. Una sequenza finita di polinomi è detta normale se e solo se

(i) la sua segnatura è normale e coincide con la segnatura dell'ideale da essa

generato (ii) i coefficienti direttivi sono a due a due diversi.

x) Ricordiamo che una relazione binaria R si dice fondata se e solo se ogni sotto-
insieme M non vuoto del suo campo ammette un elemento minimale, ciö che équivale
alla inesistenza di successioni (an)ne(0 con an + i Ran per ogni n e
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Dai teoremi 1 e 2 segue che ogni sistema normale di generatori è una

sequenza normale

Def. 5. Una sequenza finita di polinomi di Z [x], ordinata secondo

l'ordine crescente dei gradi, è detta ridotta se e solo se:

I (a) ogni polinomio ha coefficiente direttivo non negativo;

(b) i coefficienti direttivi decrescono secondo la divisibilité;

(c) ogni polinomio della sequenza ha i coefficienti non direttivi non
negativi e strettamente minori del coefficiente direttivo (se è diverso da

^ zero) del polinomio del prolungamento che ha lo stesso grado.

^ Dalle definizioni 1 e 5 si ha che: il sistema normale di generatori per
I un ideale è una sequenza ridotta. Non ogni sequenza ridotta è un sistema

\\ normale. Infatti la sequenza 30, 18 + 15v, 6 + 6x +5v2 è ridotta, ma 6

f. 2 (15x+18) —30v —30 appartiene all'ideale / generato dai tre polinomi
considerati, quindi la segnatura di 7 è strettamente minore della segnatura

I; della sequenza considerata, per cui essa non è normale,
î:; Osserviamo infine che esistono sequenze normali non ridotte. Infatti
[ s1 {2, x3 + 3}, s2 {2, x3 + l } sono due sequenze normali che gene-

rano lo stesso ideale ma la prima di esse non è ridotta.

}, Lemma 5. Ogni sequenza di generatori per un ideale J di Z [x] che
I sia normale e ridotta è un sistema normale di generatori per J.

I Dim. Ovvia.

^ Lemma 6. Sia J un ideale di Z \pc\9pu ...,pn una sequenza di gene-
[ ratori di gradi a due diversi ordinata secondo l'ordine crescente dei gradi
L avente segnatura minimale (nell'insieme delle segnature dei sistemi di gene¬

ratori per J) allora pi,...,pn è una sequenza normale.

j:-] Dim. Indichiamo con gu g2, gn i gradi rispettivi di pup2, • Pn•
v Se la segnatura di p2, ...9pn non è normale allora esistono almeno due poli-

nomi, diciamo phpj tali che il coefficiente direttivo dell'unonon è multiplo
l\ del coefficiente direttivo dell'altro. Supponiamo gt < gy. Siano a, b, i
h coefficienti direttivi di pbpj rispettivamente, u aa + ßb il M.C.D. di

I a e b. Il polinomio p ccx9i~9ipi + ßpj ha grado gjm e coefficiente

| direttivo u. Per un opportuno k e Z si ha b ku; il polinomio q pj - kp
|; ha grado t strettamente minore di g j. La sequenza di polinomi ottenuta da

quella iniziale sostituendo p al posto di pj e aggiungendo q se t è diverso da
ciascuno dei gu gn e se invece t gk ripetendo il processo a partire
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dalla coppia pk, q genera J e ha ovviamente segnatura minore; questo è

assurdo. Dunque pu ...,pn ha segnatura normale.
Resta da vedere che la segnatura di pu ...,p2 eguaglia la segnatura

dell'ideale. Non sia cosi. Allora esiste almeno un polinomio p e J che ha
coefficiente direttivo non multiplo di alcun coefficiente direttivo di poli-
nomi délia sequenza iniziale. Allora pu ...,pn,p è un sistema di generatori
per J da cui con lo stesso procedimento descritto sopra a partire dal
polinomio p e da uno qualunque dei pt si puo ottenere un sistema di generatori
di gradi a due distinti e con segnatura minore di quella di partenza, contro
il fatto che questa è minimale.

Terminiamo questo paragrafo mettendo in evidenza un problema.
Abbiamo già osservato che data una segnatura normale esiste almeno un
ideale avente quella segnatura, sorge allora il problema di classificare gli
ideali aventi una data segnatura normale. Per chiarire il problema esami-
niamo un esempio. Sia data la segnatura normale: a0 30, ax 15,

an 5 per ogni n > 2. I possibili sistemi normali vanno ricercati nell'in-
sieme delle sequenze ridotte:

{ {30, a + 15 x, b + ex + 5x2} : 0< a < 30, 0 < b < 30, 0 < c < 15 }

Con facili calcoli si vede che le sequenze normali sono quelle per cui

a 15, c 10 e b assume uno dei valori del seguente insieme { 5, 10,

15,20,25 }. Dunque alla segnatura data corrispondono cinque ideali.
Osserviamo che in alcuni casi il problema si présenta di facile soluzione.

Per esempio:

(oc) Se la segnatura è costante cioè an a per ogni ne œ allora c'è un
unico sistema normale { a } e l'ideale corrispondente è dunque (à).
In particolare se a 1 l'ideale è Z[x].

(ß) Se la segnatura è del tipo an 1 per ogni n > 0 allora i sistemi

normali sono in numéro di a0 — 1 precisamente quelli del tipo
{ a0, x + b } con 0 < b < a0.

(ßi) Se la segnatura è del tipo an a per ogni n < m e an 1 per ogni
n > m con m intero fissato, allora i sistemi normali sono del tipo
{ a, xn + b± xn~1 + + b0 } con 0 < bt < a.

(y) Se la segnatura è del tipo a0 0 e an a per ogni n > 0, i sistemi

normali sono del tipo {ax + b) con b qualunque.

Si puô ulteriormente osservare che le segnature minimali sono quelle
del tipo a0 p (p primo) an 1 per ogni n > 0; ad esse dunque
corrispondono ideali del tipo (p, x + b) con 0 < b < p — 1, che sono ovvia-
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mente massimali, viceversa ad ideali massimali non corrisponde necessa-

riamente una segnatura minimale. Un ideale principale J (axm

+ bxm"1 +...) ha segnatura del tipo cin 0 per ogni n < m, an a per

ogni n > m viceversa ad ogni segnatura di questo tipo corrispondono ideali

principali.

3. Teorema Fondamentale

Def. 7. Data una sequenza di polinomi di Z [x], chiamiamo prolun-

gamento multiplo di taie sequenza l'insieme di infiniti polinomi ottenuti

moltiplicando ciascuno dei polinomi dati per tutte le potenze intere non

negative di x.
Il prolungamento multiplo di una sequenza di generatori di un ideale di

Z [x] genera l'ideale corne Z-modulo.
Se pl9 ...,pn è una sequenza di polinomi di Z [x] allora il suo

prolungamento multiplo si puo pensare come una matrice di n righe e œ colonne

nel modo seguente:

0, ...,pu xPl, x2p1,..., xKPi,...
0,0, 0, ,p2,xp2,x2p2,...

0, 0, ...,p„, xpn,x2p„,
Ad ogni prolungamento multiplo resta ovviamente associato un insieme

finito di segnature che chiameremo multi segnatura.
Nella dimostrazione del prossimo teorema ci servira un semplice risul-

tato di teoria degli insiemi, probabilmente noto, ma di cui non abbiamo
trovato traccia nella letteratura consultata e che perciö riportiamo qui di
seguito.

Dato un insieme S e una relazione binaria < in S, definiamo una rela-
zione binaria <*, tra i sottoinsiemi finiti di S nel modo seguente: se A, B
sono sottoinsiemi finiti di S, A < * B se e solo se esiste una applicazione
suriettiva / : B -» A taie che (i)/(x) < x (per ogni x e B) (ii) esiste almeno
un y e B con fy < y.

Proposizione 1. Se < è fondata allora <* è fondata.

Dim. Consideriamo una sequenza decrescente di elementi di 5, sia essa

^o*> ^i*> ••• *> An > Sia poi fn una applicazione da An ad

An+1 con le propriété suddette. Consideriamo le sequenze di elementi di S
ottenute a partire dagli elementi di A0 per successiva applicazione delle fn.
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Tali sequenze, ovviamente in numéro finito, sono stazionarie per la fon-
datezza di <. Dunque anche la sequenza (.An)ne(û è stazionaria.

Siamo ora in grado di dimostrare il teorema fondamentale.

Teorema 3. Esiste procedimento ejfettivo che, dato un sistema finito di
generatori per un ideale J di Z [x], permette di trovare un sistema normale di
generatori.

Dim. Siano p^,p2, •••, pn generatori di J e g1 <92 <••• i gradi
rispettivi. Scriviamo la matrice corrispondente al prolungamento multiplo
di tale sistema di generatori. Se il primo polinomio non nullo di una qua-
lunque riga, diciamo l'z-esima, è multiplo secondo una costante del

corrispondente polinomio di un'altra riga allora ai fini délia generazione dell'ideale

come Z-modulo, l'z-esima riga è inutile. II sistema di generatori ottenuto
cancellando l'z-esima riga ha multisegnatura x) minore di quello di partenza.
Dopo aver eliminato tutte le righe inutili col procedimento sopra descritto,
si puö ulteriormente passare ad un sistema di generatori con multisegnatura
minore nel modo sottodescritto. Consideriamo la z-esima e la y-esima riga,
senza perdere di generalità si puô supporre i < j. Partendo dai polinomi
ph pj, con lo stesso procedimento impiegato nella dimostrazione del lemma 6

si possono costruire due polinomi r ed s, con grado di r uguale al grado di

Pj, coefficiente direttivo di r minore del coefficiente direttivo di pj, grado di s

strettamente minore del grado di pj. Se al posto della y-esima riga sosti-

tuisco la riga seguente

0, s, xs, x2s, r, xr, x2r,

il multisistema che ottengo genera J ed ha multisegnatura strettamente
minore di quella di partenza. Dalla fondatezza di <* iterando il
procedimento sopradescritto si perviene, in numéro finito di passi, ad un sistema

di polinomi ridotto a una sola riga, che genera J ed ha segnatura minimale ;

cioè ad un sistema del tipo

0, qu xqu q2, xq2, qK, xqK,

La sequenza qu q2, qK genera ovviamente J ed ha segnatura minimale,
dunque per il lemma 5 è una sequenza normale. Infine sottraendo da

1) Ricordiamo che una multisegnatura è un sistema finito di segnature. Quindi
nell'insieme delle multisegnature si puô considerare una relazione binaria < * corne
quella definita prima della prop. 1 ; ed è appunto a questa relazione che ci riferiamo
quando diciamo che una multisegnatura è minore di un'altra.
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ciascun qt una opportuna combinazione lineare di polinomi che lo prece-

dono si puô passare ad un sistema

0, qjv xqjv qjn, xqjn,

che genera J e in cui la sequenza qjv qjn è ridotta. Quindi qjv qjn è il
sistema normale cercato.

Corollario 1. Esiste un procedimento effettivo che dati due ideali di

Z [x] mediante un loro qualunque sistema di generatori permette di con-

frontarli rispetto all'inclusione.

Dim. Siano / » (pu pn), J (ql9 qr) gh ideali dati. Consi-

deriamo l'ideale K (pu ...,pn, ql9 qr). Dall'esame dei sistemi normali
di generatori per /, /, K si arriva al confronto cercato.

Corollario 2. Esiste un procedimento effettivo che, dati due ideali di

Z [x] mediante un loro qualunque sistema di generatori, permette di tro-
vare un sistema normale di generatori per l'ideale prodotto.

Corollario 3. Esiste un procedimento effettivo che, dato un ideale di

Z [x] mediante un qualunque sistema di generatori mi permette di rico-
noscere se è primo, massimale.

Dim. Immediato dal teorema e dalla caratterizzazione x) degli ideali

primi e massimali di Z [x].

L'argomento del présente lavoro si presta a diverse generalizzazione di
cui di occuperemo in seguito; alcune di esse sono ovvie e avremmo potuto
darle subito, ma abbiamo preferito per chiarezza fare l'esposizione nel caso
di Z [x].

Nota

Quando il présente lavoro era già stato inviato per la pubblicazione ci
è giunta notizia che F. Châtelet in [1] e G. Fardoux in [2] [3] hanno stu-
diato rispettivamente sistemi di generatori per ideali di Z [x] e Z [x] (con A
anelio a ideali pricipali).

Le basi canoniche individuate dagli autori sopra citati hanno stretti
legami con i nostri sistemi normali di generatori, pur non coincidendo. Più

1) Ci riferiamo alla caratterizzazione data a pag. 233 di I. R. Shafarevich: «Basic
algebraic geometry», Berlin 1974.



148 —

precisamente è facile vedere che se Sß — {/0,/i, } è una base cano-
nica secondo Fardoux-Châtelet (ordinata secondo l'ordine crescente dei

gradi) allora è una sequenza normale (cfr. def. 4 sopra) che genera
l'ideale. D'altra parte una sequenza normale si puô trasformare in una

sequenza normale ridotta (cfr. def. 5 sopra) {fo>fu —>f'n} sot"
traendo da ogni polinomio una opportuna combinazione lineare di poli-
nomi che lo precedono. cosi ottenuta genera lo stesso ideale di J*;
inoltre $ e sono equivalenti nel senso di Fardoux. Possiamo dunque
concludere che per ogni base canonica esiste una base canonica équivalente

che è il sistema normale di generatori.
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ERRATA

HOW TO USE RUNGE'S THEOREM

by L. A. Rubel

(UEnseignement Mathématique 22 (1976), pp. 185-190)

The author thanks Charles L. Belna for pointing out the following
corrections to the solution to problem 2.

p. 186, line 4~ : -n/10 <0 < 7c/10 should be 71/10 <0 < 2ti — ti/10

p. 186, line 1~: — 7i/20 < 0 < 7i/20 should be ti/20 < 6 < 2tt — 7i/20

p. 187, line 3 and 6: Dnjl0 should be Dlj20n

p. 187, line 10: Pn (0) and Pn (z) should be | Pn (0) | and | Pn (z) |.

A final remark is that more care should be taken in the definition on

page 186 of what is meant by L, "the level line of u that passes through 0"
to avoid trivial examples like u Re (z") for large n. This would probably
lead far afield - perhaps the solution best clarifies the problem.

(Reçu le 28 mars 1977)

L. A. Rubel

Department of mathematics
University of Illinois at Urbana-Champaign
Urbana, Illinois 61801
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