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GENERALISATION DES SUITES SPECTRALES

par Costake TELEMAN et TA MAN

Le but de ce travail est de généraliser les suites exactes de Gysin et de
Wang en utilisant le formalisme développé par 'un des auteurs dans [3].

1. Rappelons quelques définitions et résultats donnés dans [3]. Dans
ce travail, une paire sera toujours une paire de groupes, formée par un
groupe arbitraire et par un sous-groupe de celui-ci. Une paire (G, G, )
sera nommeée triviale si G,, = G. A chaque paire (G, G, ) on associe I’en-
semble G/G, des classes g G, g € G, et nous considérerons la classe G,
comme point base de G/G,,. Un morphisme de paires f: (G, G,) — (G', G~,)
est un homomorphisme de G dans G’ qui envoie G, dans G,. Le noyeau,
['image et la coimage sont définis par les formules

kerf = (f7'Gy,G,), imf = (fG,fGnGY), coimf = (G,f 'G}).
Le morphisme f définit une application d’espaces a points base
f: G/G, - G'|G .

Cette application posséde la propriété importante suivante: Toutes les
fibres de f sont équivalentes a ’ensemble f ! G,/G,, .

Si deux sous-groupes A, B d’un groupe G sont tels que I’ensemble
A . B des produits x . y avec x € 4 et y € B est un sous-groupe de G, nous
dirons que A, B sont quasi-permutables.

Un g-morphisme est un morphisme de paires f: (G, G,)— (G, G%)
ayant la propriété: fG est quasi-permutable avec G',. Le conoyeau d’un
g-morphisme f est la paire

coker f = (G',fG.G).

L’application f induite par un morphisme f est injective si et seulement
si ker f est une paire triviale. L’application f sera surjective si et seulement
si f est un g-morphisme et si coker f est une paire triviale.

Les paires triviales seront désignées par 1.
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Une suite de deux morphismes

(1) (G, G*)—L (G, G;)—g—% (G", GY)

sera nommeée semi-exacte si g O f est un morphisme trivial, donc si jG
c g ' G,. L’inclusion fG = g~ ! G, induit un morphisme i: im f — ker g.
Le morphisme i est une équivalence si et seulement si fG.G, =g~ ' G.
Dans le cas ou cette derniére condition est remplie, nous dirons que la
suite (1) est exacte. La suite (1) sera exacte si et seulement si la suite

/ , g "
G/G, . G'|G, - G"|G

est exacte dans la catégorie des ensembles a points base.
Pour tout g-morphisme f on peut €crire la suite exacte

f

| — ker f— (G, G,.) ~(G', Gy) ——coker f—— 1.

Un complexe de paires est une suite semi-exacte de g-morphismes

i

(2) - (G, G —— (G, G, ™) — ...

Exemple. Soit

o G GFL s

une suite arbitraire d’homomorphismes de groupes. Soit G', le sous-groupe
de G' engendré par les éléments de la forme x y x~ !, ou xeim A'™! et
yeim (B~ 'ohi™?). Le systéme {G', G, h'} est un complexe de paires.

Les paires dérivées et les ensembles de cohomologie du complexe (2)
sont définies par les formules

H(K) = ((d)'GLt, @GN . GY),
HL(K) — (di)—lGi%+1/(di—-1 Gi—l) . Gi* )
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Un complexe filtré est un diagramme commutatif de la forme

— (G, G —dy—> (GG —— .
1
» |

e (Gha, G —dhy > (GHI1, G

|

1

tel que les fleches verticales sont des morphismes induits par des inclusions,
les lignes sont des complexes de paires et dans lequel, pour chaque couple
(p,i), 'un au moins des groupes Gi,+ L Im d;," 1 est un sous-groupe inva-
riant de G,

Exemple. Considérons un diagramme commutatif du type suivant

J N\

xp\“k oo = xE Ryl i
A
P

<
»ﬁ
s,
[™
—>
—>
=
N

gﬁi
X

(-_
—>
>

P
ol les termes sont des espaces topologiques et des applications continues.
Si G est un groupe topologique, nous désignerons par G* le groupe des
applications continues de X dans G, avec la multiplication donnée par la
formule (ff)(x) = f(x).f' (x), o xe X et /,f €G*. Si f: X - Y est
une application continue, G’/ désignera ’homomorphisme de GY dans G*¥
défini par la formule G/ (k) = ho f.
Considérons les groupes

H) = im G* A ker G, K' = im G®*)
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et soit K’ le sous-groupe invariant de G' = im G* engendré par K'. Les
groupes G, = H,.K,,K; et les homomorphismes d, = G*' | G}, forment
un complexe filtré de paires.

Etant donné un complexe filtré de paires, on peut former les groupes

s . +g—-
ZP1 = {xeGh*; dxeGhIi*lY, BIM = GhTIndGHTIT?
- pP—-r,q+r-1
- er 4 ’
les paires
paq — ps p+1, _'1 P, (1
gr "‘(qua Zr——lq 'Br—l s

ainsi que les ensembles
Ep® = Zp9|(ZPIa 7t BRY).
Les morphismes d;; induisent des morphismes
df,q: éaf,q _+g'{2+r,q—r+1

et les compositions d?*"47"*1 o g1 sont des morphismes triviaux.
On a des équivalences canoniques

&0 - AP,

Dans la suite, nous supposerons que chaque groupe G, est un sous-
. : i
groupe invariant de G,_ .
Introduisons les groupes

G =uU,G, Zh1 = {xe GV*1, dxe GPT1*1}, BRY = GI*1 A dGPTaT!

et les paires & 27 = (Z%4, Zz2* 141  BP9) Soient E%? les ensembles
associés a ces derniéres paires. '

Un complexe filtré de paires est nommé régulier dans le cas ou, pour
chaque indice i, il existe un entier # (i) fel que G,‘;(iH . = G'.. Nous aurons
les relations N, G, = G,.

Considérons les complexes K, = {G', G, d,}, K = {G', G, d"}, ou
d'| G', = d',. Les inclusions G, = G',G,,; = G, induisent des morphismes
de complexes j,: K, = K, i,: im j,.; — im j,; ils existent aussi des mor-
phismes de paires

H'(j): H(K,) — H'(K)
R im A (jpey) = im A ().

On a les formules

H'(K), = imH'(j,) = (ZL7?, Gy . BLI™P)

coker h, = (Z3'"*,Z7, B2UTR) = £007F




Il en résulte qu’une relation de la forme £27 = 1 a pour conséquence
Pexistence d’une équivalence #*(K),,, ="' (K), et qu’une relation du
type #7*4(K),,,; = 1 entraine I’égalité #7771 (K), = &L%

2. THEOREME 1. Supposons qu’un complexe filtré de paires est régulier
et qu’il existe pour ce complexe des entiers r > 1, Q tels qu’on ait £ =
chaque fois que ¢ # Q. Dans ces hypothéses, on a des équivalences cano-
niques

H"(K) =~ E}"¢2,

Démonstration. Les hypothéses faites entrainent les relations E£29 = 1
pour s >retg# Qetdr?=1pour s >r. Il en résulte que EZ? est
un ensemble canoniquement équivalent a E”? Les remarques faites
précédemment montrent qu’on a H" (K) ~ H"(K),_, ~ El-2Q,

THEOREME 2. Soit K un complexe filtré régulier de paires tel qu’il
existent des entiers n > r > 2 tels qu’on ait E/*? = 1 pour ¢ # 0,n. Dans ce
cas, on a la suite exacte de Gysin généralisée

+Ep°—— H (K)—E, """ —— E;* b — H*Y(K) — . .

¥

Démonstration. Le complexe K étant régulier, on a E%? = | pour
g # 0, n et, quelque soit I'indice i, on a la suite exacte

| 83,0 —— H (K)o — 6" —— 1

et une équivalence canonique #' (K),_,~ #' (K); la suite exacte induit
une suite exacte d’ensembles a points base

| —— ES?— HY(K),_,——— E._m" 1.

Les seules différentielles d"? qui ne sont pas triviales sont celles pour

lesquelles s = n + 1. Pour s # n on aura des équivalences 7% ~ EP'4.

Pour s = n + 1, les seules différentielles non triviales sont

i—nmn . i—n,n gi'f‘l,o
n+1 - n+1 > Opt1

et on a la suite exacte de paires
i —n, X [ — ) .+1’ i
R A ) B R i Al () e |

qui induit une suite exacte d’ensembles & points base

i—n,n i—n,n i+1, i+1,
l—E, " —— E V" —— E " —— Ey°—— 1.
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En combinant les relations obtenues, on trouve facilement la suite exacte
indiquée dans I’énoncé.
D’une maniére tout a fait analogue, en utilisant les différentielles

d:;,l: Cgoz,l N éoz,H-l—n,

on démontre le théoréme suivant, qui fournit une généralisation de la
suite exacte de Wang:

THEOREME 3. Soit K un complexe filtré régulier de paires, tel qu’il
existe des entiers n > r > 1 avec la propriété EP»? = 1 pour p # 0, n. Dans

ces conditions, on a une suite exacte d’ensembles & points base du type
suivant

r

Hi+1 (K)————«—> .

) El’l,i-—n N Hi (K) E:,i __)E;T,i+1~rt .
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