Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 22 (1976)

Heft: 1-2: LENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE
Artikel: NOTE SUR LE THEOREME DES TROIS CARRES
Autor: Rajwade, A. R.

DOl: https://doi.org/10.5169/seals-48182

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 13.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-48182
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

NOTE SUR LE THEOREME DES TROIS CARRES

par A. R. RATWADE

Le théoréme des trois carrés, de Gauss, dit qu’un entier positif m peut
étre représenté par une somme de trois carrés entiers si et seulement si m
est de la forme m = 2%, avec a et n entiers, n impair et n == 7 (mod 8).
Fein, Gordon et Smith [1] ont démontré que ce sont les mémes entiers m
pour lesquels —1 peut étre représenté par une somme de deux carrés dans

le corps Q (\/ —m). Risman [3] a remarqué que 'un de ces théorémes peut
se déduire de l'autre. Nous allons établir ce méme fait plus simplement
en donnant une démonstration tout a fait élémentaire du théoréme suivant:

THEOREME (voir [2]). Soit m un entier positif. Pour que —1 soit somme

de deux carrés dans Q (\/ —m), il faut et il suffit que m soit somme de trois
carrés entiers.

Notons d’abord que si —1 est somme de 3 carrés dans un corps, —1
est somme de 2 carrés dans le méme corps. Car si —1 = x2% + y2 + z2
comme (xz+y)2 + (yz—x)% = (x2+»?) (1+z%) = — (x*+y?»?% on a

xz4+y\? z—x\*
“t= (o) ar)
X“+y X“+y

D’autre part, si m = a® + b% + ¢2, a, b, et ¢ étant entiers,

T (fi%)z ' <f?n3>2 ¥ (f——nz>2

est bien somme de trois carrés dans O (\/ —m), et la suffisance de la condition
est établie.

Pour établir sa nécessité, supposons que —1 soit somme de 2 carrés
dansQ(\/—m), —1 =0a?+ p2%aveca = a + bV/—m,,B = c + d\/—-m,
a, b, ¢ et d étant rationnels. Nous montrerons d’abord que m est alors

somme de trois carrés dans Q. En égalant parties réelles et imaginaires,
on a

a> +c*—m@b*+d*>) = -1 et ab+ed =0.
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Sib=0,alorsd #0,c=0¢ta?—md2= —1dou

De méme sid = 0, on a

Enfin, s1 bd # 0, on a

a c
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Pour étre complet, montrons encore (d’aprés Serre [4], ol 'on trouvera
aussi une démonstration compléte du théoréme des trois carrés) que, si m

est somme de trois carrés dans Q, m est somme de trois carrés dans Z.

Il s’agit de prouver que si la sphére de centre O et de rayon /m dans R?
contient un point rationnel, elle contient aussi un point entier. Soit & un
point rationnel sur cette sphere et ¢ le plus petit entier positif tel que ¢
soit un point entier. Il suffira de montrer que si # > 1 il existe sur cette
sphére un autre point rationnel ¢’ et un entier positif " < ¢ tels que ¢'¢&’
soit un point entier: notre assertion s’en déduit immeédiatement. Soit alors y
un point entier de R® dont la distance a & soit minimum, en sorte que
|y — &2 <C3/4 < 1. La droite passant par y et & recoupe la sphére en un
autre point rationnel &’ et 'on a

E —y = A(—y) avec AeR.

D’autre part, on sait que la valeur du produit scalaire (£’ —y) . (E—y)
(« puissance de y par rapport a la sphére ») ne change pas si ’on déplace &
sur la sphére. En I’amenant sur la droite passant pas y et 0, on obtient

(&' =y).(E—y) = (Iyl—v'%).(ller\/E) =y.y—m,
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d’ou
y.y —m

= oy G-y &7V

i(E=3). (=) =y.y—m et ¢ =y
En multipliant cette dernicre relation par

' =t(E=)) . (E=y) = tE.E =2y +1y.y,

qui est entier, vu que ¢ . ¢ = m, ¢, t¢ et y sont entiers, on voit que ¢'¢" est
entier, et ¢’ < f puisque ((—yp).({—y) = [y — ¢ [2 < 1, ce qui acheve
la démonstration.
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