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Il est évident que la formule

Am(a+£) ZiZoM-Vm-iß)
ne fait que traduire l'identité

2(a+£) (Xa).(Xß).

Remarque. lm commute à l'involution * : R (FG) —> R (FG) définie au

§ 1. Enfin, Xm commute aux homomorphismes de restriction/* : R(FG')
-> R (FG) pour f :G -* G\ ainsi qu'aux homomorphismes d'extensions

de scalaires.

§ 3. Définition des opérations d'adams.

Soient tu tN des indéterminées. Pour tout entier n tel que 1 ^ n ^ N,

on considère le polynôme symétrique t" + t2n + + tNn et son expression

unique QNn (sl9..., sn) comme polynôme en les fonctions symétriques
élémentaires .l5 sn de degré ^ n des indéterminées tl9 tN. Les fonctions

sl9 sk9 sont définies par l'identité

xn +... +(-i)'s(x*-' +... +(-i nAd-g
avec les conventions sk 0 pour k > N et s0 1. On observe, en faisant

tN,+ 1 tN> + 2 tN 0 (où N' ^ JV), que

$i (ßl 5 ." 5 ^iV'5 * ' * ' (^1 * * *

pour i ^ iV'.

Exemples.

Qi(si) Q2(SI,S2) Si2 -2S2,
03 Ol, ^2? 53) Si3 - 3Si S2 + 3S3 p

g4 (Si, s2, s3, s4) Si4 - 4si2 s2 + 2s22 + 4si s3 - 4s4

où l'on a écrit Qt au lieu de QNt pour simplifier l'écriture.
En fait, le polynôme QNn (sl5 sn) en tant que polynôme en sl9 sn

est indépendant de N pourvu que N ^ n. Cela résulte d'une identité dont
nous aurons encore besoin plus bas, exprimée par le lemme qui suit.

Soient /,..., tN et t[9 0" deux suites d'intéderminées et tl9 tN
leur juxtaposition, i.e. N N' + N" et t{ t• pour 1 ^ i ^ TV', tN>+j

t] pour l S j S N". Soient s[9 s'N> et s'u s'N„ les fonctions
symétriques élémentaires des t'l9 tN> et t'l9 t"N» respectivement. Enfin, soient

.l5 sN les fonctions symétriques élémentaires des tl9..., tN.
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Lemme 1. Avec les notations ci-dessus, on a

$n X! i= 0 - i '

De plus,

ôn (^1, sn) QNn (sl5 Sn) + Qn (sy sn).

La première formule résulte immédiatement des identités de définition
des Si et s] en calculant leur produit et en le comparant à l'identité de

définition des sn.

La deuxième identité est une trivialité après avoir remplacé les

polynômes Qn par leur expression en fonction des t.

Il résulte tout d'abord du lemme que QNn (su sn) est indépendant
de N pour N > n. En effet, si l'on envoie t'u t"N» sur 0, on obtient s[ st

pour i *= 0, 1, n si n ^ N\ comme on l'a observé ci-dessus, et s'j — 0

pour j > 0. Donc, QNn (su sn) QNn' (^1? sn) pourvu que N ^ N'
^ n.

On écrira Qn pour Q^n avec n ^ N.
On a aussi

Qn — Sl Qn-1 + ••• + —1y Si Qn-i +
+ ~ l)""1 sn-i ôi +("1)Hnsn 0

en remplaçant successivement X par tu tn dans l'identité de définition
des Si et en sommant membre à membre. Ceci montre par récurrence sur n

que Qn(su sn) est un polynôme à coefficients entiers.
On voit aussi que Qn(s1, 0, 0) s±n.

On peut alors définir l'opération d'Adams ¥n,ne Z sur un FG-module
V comme suit.

Définition. W0V (dim V). 1,

où 1 est l'élément unité de R (FG) ;

Fn V Qn(kiV, k2V, XnV) pour n > 0

le membre de droite étant regardé comme un élément de R (FG) ;

v_n V Wn F*, où n > 0

Pour démontrer que ces formules déterminent une opération Wn : R (FG)
R (FG) nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2. Soient R un anneau commutatif avec élément unité, et {X},
{À]} et {2f}, i 0,1,... trois suites d'éléments de R telles que X'Q X0

k0 1, et
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K Ei'o^Ci
pour tout m ^ 0. Alors pour tout n ^ 1, ö«ö

Ônal?...,AJ Qn(X'l9...,X'tt) + Qnttl.
Ceci résulte immédiatement de l'indépendance algébrique des fonctions

symétriques élémentaires. Il existe un homomorphisme

h : Z[si,sN,s'I,s;»]-
tel que h (si) Xi et h (s]) Xj. Cet homomorphisme envoie sm sur Xm

en vertu du lemme 1 et de l'hypothèse

Il s'ensuit que h envoie Qn (sl5 sn) sur Qn (21? 2J et l'assertion résulte
de l'identité Qn Qn + Qn du lemme 1.

Lemme 3. Pour tout n entier, l'opération Wn sur les FG-modules induit
un endomorphisme de groupe additif

Wn: R (F G) R (F G).

En outre, pour n > 0, on a

ynt«)ô„(V,-a«)
pour tout ae R (FG).

Si 0 -> V' -> V -» V" -> 0 est une suite exacte de FG-modules, le lemme
du paragraphe précédent dit que

KV= .(K
D'après le lemme 2 ci-dessus appliqué avec

4, 4, K Xt xt v\ X] X] v",
on a donc

Wn V Wn V' + Wn F" s

pour n > 0.

Il en résulte immédiatement que Wtt : R )R )est bien définie
et additive pour tout entier n.

La formule

y» («)

pour a e R(FG) quelconque est conséquence de l'additivité de Wn et de
celle en a de Qn (X^,Xna).
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