Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 21 (1975)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: INTRODUCTION A LA THEORIE DES SURFACES DE RIEMANN
Autor: Guenot, J. / Narasimhan, R.

Kapitel: 8§ 4. Calcul intégral

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-47334

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 13.01.2026

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-47334
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

154 —

On pose alors
T(u)(xq, ... X,)

= j : (i () Xy eos X g, 8) — dj—q () (x4, o Xjog) (D) dt .

Il est clair que / est une application linéaire de 4;_; dans ¥* (X, R) qui

commute avec I’opérateur — pour k compris entre 1 et j— 1. De plus, on a
Xk

0
g; (l(u))(xla wney xn) = ij(uZ) (x1> '“axj) - ij—-l (u) (xl’ "'axj—l) OC(xj)

Idj—qu)(Xg, o0y X)) = ij(ug) (Xgs .05 X5)

On pose finalement
ki—y(u) = k;(u;) —dx; Ak;(uy) + 1(uw) w;

et ’on vérifie aisément 1’assertion.

Il résulte du lemme de Poincaré que la suite d’espaces vectoriels et
d’applications linéaires

d d d i
02X, R -%42X, QN> ... %X, 0N >R -0
est exacte pour tout cube ouvert de R".

Remarque 1.

Toutes les constructions et les résultats de ce paragraphe demeurent
valables si I'on utilise les germes de fonctions a valeurs complexes. On
obtient alors le fibré cotangent complexe @ X désigné par Q¢. Pour tout
point x de X et toute carte ¢ dont le domaine contient x, 'application &, 4
identifie Qé,x a Homg (R”, C) (lemme 1). On désigne de méme par Q;
et Q. les fibrés vectoriels A"Q¢ et AQ¢. Notons que Ion a des isomor-
phismes canoniques |

QL="Q®Cy e Qc=0Q®Cy.

§ 4. CALCUL INTEGRAL

LEMME 1. Pour qu’une variété différentielle X de dimension pure n soit
orientable, il faut et il suffit que le fibré Q" soit trivial.

Désignons par (¢,),.; un atlas orienté de X et par («,),; une partition
de T'unité subordonnée au recouvrement (U)),.; formé des domaines de
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cartes de cet atlas. On définit une forme différentielle # de €% (X, Q") en
posant

u=>yodp s A..ANdp,,.

el
Pour tout indice k, on a

u I Ugk = (Z o‘zguc) d¢x,1 Ao A d(:bx,n

1el

ou g,, désigne le jacobien du changement de cartes de ¢, dans ¢, Ceci
montre que u ne s’annule jamais et par conséquent la condition est nécessaire.

Réciproquement, soit u une forme différentielle partout non nulle de
€* (X, Q. Pour toute carte ¢ de domaine U dans X, il existe une fonc-
tion g partout non nulle dans ¥* (U, R) telle que

u|U=gd¢1 A...Ad¢n.

Quitte a remplacer ¢, par —¢,, on peut supposer que g est strictement
positive. Un atlas formé de telles cartes est évidemment orienté.

Sauf mention explicite du contraire, toutes les variétés différentielles
considérées dans ce paragraphe sont orientées.

Soit X une variété différentielle (orientée) de dimension pure #.

On dit qu’une forme différentielle # homogéne de degré n est positive si
pour toute carte orientée ¢ de domaine U dans X, I'unique fonction g
définie sur U par

Uly =gdo; A ... Ado,
est a valeurs réelles positives.

Désignons par u une forme différentielle de €2 (X, QF), par ¢ et  des
cartes orientées de domaines respectifs U et V' dans X. On suppose que le
support de u est contenu dans U n V. On peut écrire

uly =fdoy Ao Aade, et uly =gdyy A ... AdY,
ou f'et g sont des fonctions continues a valeurs complexes. On a les formules
fo =Jac()g, et g, =g4 7"

ou y désigne le changement de cartes de ¢ dans .

Puisque le jacobien de y est positif, la formule du changement de variables
dans les intégrales multiples montre que ’on a

J gydu =f g4y Ddu =j ljaC(v)|g¢du=j fodu
R R R" R"




— 156 —

en désignant par u la mesure de Lebesgue dans R". On pose alors

f u =J fodp.
X R™

Ce nombre est indépendant de la carte orientée ¢p dont le domaine contient
le support de u.

Dans le cas général ou le support de u n’est contenu dans aucun domaine
de carte, on désigne par (U,),.; (resp. (V,),.x) un recouvrement de X par
de tels domaines et par (a,),.; (resp. (B, ).x) Une partition de 'unité subor-
donnée a ce recouvrement. La famille («,f,) est une partition de 1'unité
subordonnée a (U,nV,) et 'on a

zja,u= s [ wpau=3 [ pu.

el (1, x)eI xK J X keK J X

On appelle intégrale de u sur X le nombre complexe défini par

j u =)y ou .
X el X

On notera que la forme linéaire canonique i ainsi obtenue sur €% (X, Q%)
est réelle sur les formes différentielles réelles, positive sur les formes diffé-
rentielles positives.

Munissons le fibré cotangent Q' d’une métrique hermitienne (§ 2,
lemme 3). Les fibrés vectoriels @ et Q. sont alors naturellement munis
d’une métrique hermitienne (si ey, ..., e, est une base orthonormale de Q.
les vecteurs

eJ == ejl A ... A ejr

ou J parcourt S, (n) forment une base orthonormale de Q et Q"¢ ). On

vérifie aisément que ’on a
lu Ao | < [ul [v]

quelles que soient les formes différentielles u et v.
Soient ¢ et Y deux cartes orientées de X. Sur l'intersection de leurs
domaines, on a la relation

ldpy A ... Add, |7 ddy A ... Ado,
= |dy, A oo AAY, |7 Ay AL A dY,.

La forme différentielle w obtenue par recollement est positive, partout non
nulle; on Iappelle la forme volume associée a la métrique hermitienne de Q*.
En particulier, la forme volume fournit une trivialisation de Q".
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La forme linéaire définie sur %2 (X, C) par

p(f) = Jxfo

est réelle positive. Le théoréme de Riesz ([5], théorémes (2.14) et (2.17))
montre qu’elle correspond a une unique mesure borélienne régulicre que
I’on désigne encore par p.

La tribu des ensembles u-mesurables de X ne dépend pas de la structure
hermitienne de Q': une partie de X est u-mesurable si et seulement si son
image par toute carte de X est Lebesgue-mesurable.

Pour toute partie mesurable 4 de X, toute fonction mesurable f a

valeurs dans R, ou toute fonction intégrable a valeurs dans C, on pose

Jafo = pn(af)

ou x4 désigne la fonction caractéristique de A.

Soit 7 un fibré vectoriel complexe de rang pur m sur X, muni d’une
métrique hermitienne. Pour tout ensemble mesurable 4 de X toute section
mesurable s de 7 et tout nombre réel p au moins égal a 1, on pose

| sl = (f 117"

”S“L"O,A = inf{teRy [u(ls|7'(t, ) n4) =0}.

Ce nombre dépend des structures hermitiennes de Q' et de =.

Pour tout élément p de [1, oo], on désigne par L . (X, n) I’ensemble des
classes d’équivalence de sections mesurables s de = telles que || s||.r ¢
soit fini pour tout ensemble compact K de X. C’est un espace vectoriel topo-
logique localement convexe et complet pour la famille de semi-normes
H H LP x; c’est un espace de Fréchet si X est dénombrable a Iinfini.

Pour qu’une section s appartienne a LY (X, n), il faut et il suffit que
’application (s4), appartienne a Lf, (¢ (U), C™) pour toute carte ¢ de X
et toute carte @ de m ayant méme domaine U. Ceci montre en particulier
que ’espace vectoriel topologique L . (X, 7) est indépendant des structures
hermitiennes de Q! et 7.

Pour tout ensemble compact K de X, on désigne par L} (X, n) I'en-
semble des sections de L] _ (X, n) dont le support !) est contenu dans K.
C’est un espace de Banach (et méme un espace de Hilbert si p est égal a 2)'

pour la norme || HLP’K.

1) On appelle support d’une section mesurable le plus petit ensemble en dehors
duquel elle est presque partout nulle.

L’Enseignement mathém., t. XXI, fasc. 2-3-4. 11
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On désigne enfin par L? (X, n) 'ensemble des sections de L (X, n) a
support compact. C’est un espace localement convexe et complet pour la
topologie vectorielle limite inductive des espaces L% (X, ).

Notons que les inclusions canoniques

Llo(())c (X’ TC) < quOC (X9 ﬂ) < LlpOC (X’ TE) < Llloc (X3 n)

L?(X,m) = Li(X,n) < L{(X,m) < L (X,7)

sont continues pour tout nombre réel ¢ au moins €gal a p.

Pour tout élément p de [I, o], I'’ensemble des fonctions & support
compact €tagées sur la tribu borélienne de X est dense dans Lf (X, C)
et L. (X, C) (loc. cit. théoréme (3.13)).

Pour tout élément p de [1, oo[, Uensemble %2 (X, n) est dense dans
L? (X, m) et LP_(X,n) (loc. cit. théoréme (3.14)). Notons que %> (X, 7)

est fermé dans I 7 (X, n) et que son adhérence dans L. (X, n) est égale a
%° (X, n).

‘Soient 7 et p deux fibrés vectoriels complexes sur X et soit 6 une dualité
de 7 @ p dans Cy. On suppose © et p munis de métriques hermitiennes véri-
fiant la condition

16,0’y <1y | 1yl

pour tout point x de X et tout point 3’ (resp. ") de m, (resp. p,).

1
Soient p et g deux éléments conjugués de [1, oo] (i.e. telsque — + — = 1)
P q

et soit K une partie compacte de X. Pour toute section u de L} (X, n) et
toute section v de Ll (X, p), I'inégalité de Holder (loc. cit. théoréme (3.8))
montre que 'on a

| _fX o(u, ) w| < ” u HLP,K H v “Lq,K .
En particulier, la forme bilinéaire
A:L¢(X,m) x Lip. (X, p) > C

définie par
A(,v) = [xo(u,v)

est séparément continue (et méme hypocontinue).

LEMME 2. La forme bilinéaire

A:%0(X,m) X Lig.(X,p) - C
est non dégénérée.
1l suffit de montrer que toute section v de L., (X,p) rendant la forme
linéaire 4 ( , v) nulle est elle-m&me identiquement nulle. La question étant
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locale, on peut supposer que X est un ensemble ouvert de R", que 7 et p
sont tous deux égaux au fibré produit C¥ et que la dualité J est donnée par
la formule

SOy = Y iy
1=j=m
On se raméne immédiatement au cas ou m est égal a 1. Pour tout ensemble
compact K de X et pour tout voisinage compact L de K dans X, il existe une
fonction u continue sur X dont le support est contenu dans L et égale a 1
sur K. On en déduit que

14 (o 0) | = 14 Qg —u,0) | < p(L\K) | v |

et par conséquent la forme linéaire 4 ( , v) est nulle sur I’ensemble des
fonctions a support compact étagées sur la tribu borélienne de X. Par den-
sité et continuité, elle est donc nulle sur L (X, C).

Pour toute partie compacte K de X, on définit alors une fonction u de
L? (X, C) en posant

u(x) =v(x) |[vx)|™* sixeK et si v(x) #0
ux) =0 si x¢ K ou si v(x) =0.

Il résulte de cette définition et de ce qui précéde que 'on a

lv|mx = 4@,v) =0

ce qui démontre I’assertion.

THEOREME 1. Pour tout couple (p,q) d’éléments conjugués de 11, o[,
la forme bilinéaire

4:L2(X,m) x LL (X, p) » C

est une dualité d’espaces vectoriels topologiques 1).
Il résulte du lemme 2 que les applications 4, et 4, induites par 4 sont
injectives. Pour montrer qu’elles sont surjectives, nous allons tout d’abord

examiner le cas ou 7 et p sont tous deux égaux au fibré produit C¥ et ou
la dualité 6 est donnée par la formule

SOHy) = Y ¥y

1=j=m

1) Soient E et F deux espaces vectoriels topologiques. On dit qu’une forme bilinéaire
A sur E X Fest une dualité d’espaces vectoriels topologiques si elle est séparément continue

?t si ege) induit une bijection A, (resp. A,) de E (resp. F) sur le dual topologique de F
resp. E).
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Toute forme lin€aire continue o sur L _ (X, p) s’écrit

loc

O = (O, cees Opy)

ol «y, ..., &, sont des formes linéaires continues sur L] (X, C). Par défi-
nition de la topologie de L (X, C), il existe une partic compacte K de X
et une constante c telles que

[ o; (w) | <C“ W“Lq,K

pour tout w dans L[ (X, C). Il existe donc une fonction u; de Lg (X, C)
telle que

o; (W) = a; (xgw) = p(u;w)
(loc. cit. théoréme (6.16)) et si I’on pose

U = (UgyeesUy)
on voit que 'on a

Au,0) = ) pp) = 3 ;) = a@)

l=j<=m l1=j=m

ce qui montre la surjectivité de 4.
De méme, toute forme linéaire continue S sur L2 (X, ) s’écrit

B = (:817 coes B

ou By, ..., B, sont des formes linéaires continues sur L% (X, C). Pour tout
ensemble compact K de X, la restriction de f; a L (X, C) est continue et
I’on voit qu’il existe une fonction vy ; et une seule dans L% (X, C) telle que

B;(w) = u(wog,)
pour tout w dans L% (X, C). Ces fonctions se recollent en une fonction v;
de Li (X, C) et si I'on pose
V= (V15 eesVp)
on voit que 'on a

Au,v) = Z p(up;) = Z B;(u;) = B(w)

1=j=m 1=j=m

ce qui montre la surjectivité de 4,.

Démontrons maintenant le cas général. Si « est une forme linéaire
continue sur Ll (X, p), on voit comme précédemment qu’il existe un
ensemble compact K de X tel que

a(v) = a(xgv)
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pour tout v dans L{_ (X, p). Il existe aussi un recouvrement fini (U)),.; de
K par des domaines de cartes de p (ou de 7) et pour chaque indice 1 une
fonction A, de ¥® (X, R) dont le support est contenu dans U, telle que

Y Ax) =1

el

pour tout point x de K. D’aprés la premiére partie de la démonstration, il
existe une section u, de L% (U, n) telle que

a(Ap) = Au,,v).
La somme des u, est une section # de L? (X, n) et 'on a

a(@®) = a(ygy) = Y «(Ap) = ), Au,,v) = 4(u,v).

el 1el

L’assertion relative a 4, est laissée en exercice au lecteur.

Exemple 1.

Soit 7 un fibré vectoriel complexe sur X et soit r un entier naturel. On
définit une dualité canonique

0:(nRR2H) ®(*RR":") - QF
en posant
(RO ®)) = <),y >t At

pour tout point x de X et tout élément y’ ® ¢’ (resp. y” ® t”) de 7, @ Q¢ .
(resp. ns ® Q). Pour toute section u de # ® QF et toute section v de
* @ Q"c", on pose

(u,v) = 0(u,v).

On désigne par ¢ la dualité obtenue en composant 0 avec la trivialisation
de la forme volume. Il résulte immédiatement de ces définitions que 1’on a

w,v) = o(u,v)w.
Par conséquent, la forme bilinéaire canonique

A:LI(X,n®Qc) x LL. (X, n*®Q"c") - C

loc
définie par

A(u,v) = §, (u,v)

est une dualité d’espaces vectoriels topologiques pour tout couple (p, q)
d’éléments conjugués de ]1, ool.
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Remarque 1.

Nous n’utiliserons le théoréme 1 que dans le cas particulier ol p et ¢
sont tous deux égaux a 2. Le résultat d’intégration nécessaire a la démons-
tration est alors beaucoup plus simple (loc. cit. théoréme (4.12)).

Remarque 2.

On montre de la méme maniére que la forme bilinéaire 4 induit des
bijections de L2, (X, p) sur le dual topologique de L. (X, 7) et de L? (X, 7)
sur le dual topologique de L. (X, p) (loc. cit. théoréme (6.16)).

Remarque 3.

Il résulte de ’hypocontinuité de la forme bilinéaire 4 que les bijections
4, et 4, sont continues (pour la topologie forte) et du théoréme du graphe
fermé que ce sont des isomorphismes.

On dit qu’une partie Y de X est une piéce si elle vérifie la condition
suivante:

(P) Pour tout point x de X, il existe une carte ¢ de X dont le domaine U
contient x telle que

d(UNY) = dp(U)n{(ty,....t)eR"|t; <O0}.

Ceci implique en particulier que Y est fermée et que 0Y est une sous-variété
de X. Nous allons munir dY d’une orientation naturelle que ’on dit induite
par X. Tout d’abord, si n est égal a 1, Ie bord de Y est de dimension O.
On munit tout point x de 0Y de 'orientation 1 (resp. — 1) (§ 1, remarque 2)
s’il existe une carte orientée ¢ de domaine U centrée en x telle que

d(UNY) =¢p(U)n{teR|t <0}
(resp.  (UnY) = ¢(U)yn{teR|t>0}).

Supposons # au moins égal a 2. Quitte 4 remplacer ¢, par —¢,, on peut
supposer que les cartes qui vérifient la condition (P) sont orientées. Leurs
restrictions a 0Y forment alors un atlas orienté dont la classe est par défi-
nition 1’orientation induite.

THEOREME 2 (Stokes). Pour toute piece Y de X et toute forme diffé-
rentielle u de €.(X, Q& 1), ona

fayl* (u) = jY du

ot 1 désigne [’injection canonique de 0Y dans X.
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On se rameéne immédiatement au cas ou X est un ensemble ouvert de
R" et ou Y est de la forme

Y= {(xg,..,x)eX[x;, <O0}.

Par linéarité, on peut supposer que u est donnée par
A

u = fdx; A ... Adx;...

jeee A dXx,

ol f est une fonction de €% (X, R). On a
of

du = (=171 ~dx; A ... Adx, .
0x;

Supposons tout d’abord j égal a 1. On a par définition

) = (fruydx, Ao A dXx,
et par conséquent

0 0
J\ ___j_‘dxl AL /\dxn = J (J —J:dx1> dxz...dx,,
Y axl Rn‘l x1=0 axl

= J f(0,x,,...,x,)dx, ... dx,
Rn—l
ce qui démontre I’assertion dans ce cas.
Supposons j strictement supérieur a 1. On a alors

(u) =0
et d’autre part

0 0 A
J- —idx1 A oo Adx, = j (J idxj> dx;...dx;...dx, = 0
Yaxj xléo R@xj

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

COROLLAIRE. Soient u et v deux formes différentielles de €' (X, Q)
et L(X, QL") respectivement. Pour toute picce Y de X, on a

fydu nv = [ip* @A) + (=D [yu A do
En particulier, on a
fxdu Anv = (=D [yu A dv.
C’est une conséquence immédiate du théoréme 2 et de la formule

duAv) =du Av+(=1"u Adv.
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On appelle complexe de de Rham de X la suite d’espaces vectoriels et
d’applications linéaires

40 dt an-—1
0— &2 (X, R) = @° (X, oH % .. T5 g~ (x, @) — 0

ou d" désigne la restriction de la différentielle d aux formes homogénes de
degré r. On appelle groupes de cohomologie de X les espaces vectoriels

H'(X,R) = Kerd"/Imd ™",

La différentielle diminuant les supports, on a une deuxiéme suite

a° at a1

0— 2 (X,R)— %° (X, Q) — ... — €2 (X, Q")—0
et des groupes de cohomologie correspondants
H.(X,R) = Kerd,/Imd.™ 1.

Le noyau de d° s’identifie aux fonctions localement constantes sur X.
Si X est connexe, on a donc

H°(X,R) = R

et si X est ouverte, I’espace vectoriel H? (X, R) est nul.
La formule de Stokes montre que I'intégration des formes différentielles

de degré n induit par passage au quotient une forme linéaire canonique
i sur H; (X, R).

THEOREME 3. Si X est connexe, la forme linéaire i est un isomorphisme.
Si X est ouverte, [’espace vectoriel H" (X, R) est nul.

Si X est un cube de R”, I’assertion résulte du lemme de Poincaré (§ 3,
~ propositions 1 et 2).

Passons au cas général. Désignons par U, un domaine de carte iso-
morphe a un cube. Nous allons montrer qu’il existe pour toute forme u de
g2 (X, QY des formes u, et v de €2 (U,, Q") et €% (X, 2"~ 1) respecti-
vement telles que

U = ug + dv

- ce qui établira la premicre assertion.

Par partition de l'unité, on voit aisément que 'on peut supposer le
" support de u contenu dans un domaine de carte isomorphe a un cube.
- On construit alors une suite Uy, ..., U, de tels domaines vérifiant les condi-
' tions suivantes:
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(1) Pour tout entier j compris entre 1 et k, 'ensemble U; n U;_ est
non vide.

(2) Le support de u est contenu dans U,.

Par récurrence descendante sur lentier j, le lemme de Poincaré (§ 3,
proposition 2) montre qu’il existe des formes u;_; etv;_, de €7 (U;_ 1, Q")
et % (X, Q"™ 1) respectivement telles que

u, =u et u;p = uj_y +dv;_q.

Il suffit alors de prendre pour v la somme des v;.

Supposons X ouverte et montrons que toute forme u de ¥ (X, Q") est
exacte. Désignons par (K)o une suite exhaustive de parties compactes de
X (avec K, vide pour fixer les idées) telles que X'\ K ; n’ait pas de composante
connexe relativement compacte dans X (appendice II, lemme 6) et par
(o) jex une partition de I'unité subordonnée au recouvrement

(Kj+2\K)jen -

La premiére partie du théoréme montre qu’il existe des formes u, et v,
de €% (X\K,, Q") et €% (X, Q"™ 1) respectivement telles que

doh = Uy + dvg .
Pour tout entier j strictement positif, on construit alors par récurrence
des formes u; et v; de €% (X\K; 4, Q") et €% (X\K,, Q") respectivement

telles que
U +u;_y = u; +dv;.

En effet, la restriction de o;u+u;_; & une composante connexe V" de X \K;
est une forme différentielle de €7 (V, Q) et puisque V'\K ;. ; est non vide,
I’assertion résulte de la premicre partie du théoréme.

La famille des supports des v; étant localement finie, la somme

JjeN

appartient & €% (X, " !). On a alors

d’l) = Z d’l)J = aou _'uo + Z ((xju+u1_1—uj) = Z aju =u,

JjeN i1 JeN

ce qui achéve la démonstration du théoréme.

THEOREME 4. Soient X et Y deux variétés différentielles (orientées) de
dimension pure n et soit h une application indéfiniment dérivable de X
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dans Y. On suppose que Y est connexe et h propre ). Il existe alors un
entier relatif v tel que

jxh*(u) = iju

pour toute forme différentielle u de €% (Y, Q).
La forme linéaire A définie sur €% (Y, Q") par

A) = Jx h* (W)
induit par passage au quotient une forme linéaire sur H (Y, R). 11 résulte
du théoréme 3 que cette forme linéaire est proportionnelle a i. Tout revient
a montrer que le facteur de proportionnalité est un entier.

Désignons par y une valeur réguliére de 4 (§ 1, théoréme 2), par Y une
carte orientée de centre y et de domaine V" dans Y et par x4, ..., x,, les points
de A7 (y). Si V est suffisamment petit, ’application 4 induit pour tout
entier j compris entre 1 et p un isomorphisme #; de U; sur V, ou U; désigne
la composante connexe de x; dans 2~ " (V) (§ 1, théoréme 1). Posons

{ e(j) =1 si  + h; est une carte orientée de X

e(j) == —1 siy - h;n’est pas une carte orientée de X.

Pour toute forme différentielle u de €% (V, Q%), on a

Jxh*) = Y Jo,h*@ = Y e()fru

1=j=<p 1=j=p

ce qui démontre I’assertion.

L’entier v du théoréme 4 s’appelle le degré de u et se désigne par deg (u).

Remarque 4.

La considération des formes différentielles complexes sur X permet
d’introduire des groupes de cohomologie H" (X, C) et H; (X, C). On notera
que I’on a des isomorphismes canoniques

H (X,0) =H' (X, ®C e H(X,C =H(X,R®C.

Soit X une variété différentielle et soit g = (g, ) un cocycle complexe
de rang 1 subordonné a un recouvrement ouvert % = (U)),; de X. Pour
tout couple (1, ¥) d’indices, on désigne par u,, la forme différentielle

1 dg,.,

2in g,

1) Ceci signifie que I’'image réciproque par & de toute partie compacte de Y est
une partie compacte de X.
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1l existe pour tout indice 1 une forme u, de ¢* (U,, QQ) telle que
U, = U, — Uy

en tout point de U, n U, (§2, lemme 1). En particulier, puisque #,, est
fermée, les différentielles du, se recollent en une forme fermée v homogéne
de degré 2.

Montrons que la classe de v dans H? (X, C) ne dépend que de g. En
effet, si 'on a

pour certaines formes u, de €% (U,, Q%), les formes du, se recollent en une
forme v’ de €® (X, Q2), les u, —u, en une forme u de ¥ (X, Q¢) et l'on a

v/ =v + du
ce qui démontre I’assertion.
La classe de —v dans H? (X, C) s’appelle la classe de Chern de g et se
désigne par ch (g).

LEMME 3. Pour tout recouvrement ouvert U de X, la classe de Chern
induit un homomorphisme de Pic (%, C*) dans H?* (X, C). Si ¥ est un
recouvrement ouvert de X plus fin que U, le diagramme suivant est com-

mutatif :
Pic (%, C*) % (v.2) Pic (v, C*)

ch X ¥ ch

HZ (X, C)

La démonstration est laissée en exercice au lecteur.

Par passage a la limite inductive, on obtient donc un homomorphisme
canonique ch de Pic (X, C*) dans H? (X, C). On appelle classe de Chern
d’un fibré en droites complexes m sur X et1’on désigne par ch (r) la classe
de Chern du fibré principal associé a = (§ 2, scholie).

§ 5. COHOMOLOGIE DES SURFACES

Dans tout ce paragraphe, on désigne par X une surface différentielle
connexe et orientée.

Désignons par y une application indéfiniment dérivable définie sur un
ensemble ouvert W de R a valeurs dans X, et par u une forme différentielle
de €° (X, Qp). Il est clair que la restriction de v* (u) a tout intervalle fermé
de W ne dépend que de la restriction de y & cet intervalle.
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