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Chapitre premier. Ordres d'eichler
ET IDÉAUX QUASI-NORMAUX

1. Corps de quaternions totalement définis [3]

Un corps de quaternions totalement défini est une algèbre centrale

simple A sur un corps de nombres totalement réel k telle que pour toute
place infinie v de k, l'algèbre Av — kv ® A soit isomorphe au corps des

k

quaternions réels. On note kv le complété de k pour la place v, vp la valuation
ultramétrique associée à un idéal premier p de k, Ap kvp 0 A l'algèbre
étendue. k

L'algèbre Ap est isomorphe à un corps gauche ou à M2 (kp) ; dans le

premier cas, l'idéal premier p est dit ramifié dans A. Le nombre d'idéaux
premiers ramifiés a même parité que le degré nk du corps k (théorème de

Hasse), leur produit Dx s'appelle le discriminant de A. On a une réciproque:
à tout produit Dl d'idéaux premiers dont le nombre a même parité que nk

correspond un unique corps de quaternions totalement défini, ramifié
exactement en ces idéaux premiers.

On notera Nrd et Trd la norme réduite et la trace réduite de A sur
k. On notera N la norme absolue de k, R son anneau d'entiers et Rp
celui de k Le groupe des unités d'un anneau X sera noté X*.

Les entiers de A ne forment pas un anneau; on définit la notion d'ordre
et on montre que tout ordre est contenu dans un ordre maximal. Si Ap est

un corps gauche, les entiers forment un anneau; on a donc un ordre maximal

unique. Si Ap est isomorphe à M2 (fcp), les ordres maximaux sont de la

forme a M2 (i?p) a~1, où a e M2 (i?p)*.

2. Ordres d'Eichler [4], [9], [10]

Soit D x un discriminant d'un corps de quaternions A totalement défini

sur un corps de nombres k et soit D2 un produit d'idéaux premiers de k
sans facteurs carrés et premier à Dv On appelle ordre d'Eichler sur k
d'invariant (Dx, D2) un ordre de A localement maximal aux places p ne

(a b\
divisant pas D2 et sinon isomorphe à l'ensemble des matrices e M2 (RA

\c d) f

avec c e p Rp.
Les ordres maximaux de A sont les ordres d'invariant (Du 1).
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On dit que deux ordres sont du même genre lorsqu'ils sont localement

isomorphes. Le genre d'un ordre est l'ensemble des ordres qui lui sont localement

isomorphes. L'ensemble des ordres d'Eichler d'invariant (Du D2)
donné forme un genre.

Le discriminant d'un ordre d'Eichler d'invariant (Z)1? D2) est égal à

D\ Dl

3. Idéaux quasi-normaux [3], [4], [9], [10]

Un idéal quasi-normal I est un idéal de A localement principal dont
l'ordre à gauche > est un ordre d'Eichler. Il existe donc pour tout p un
élément ap e A* tel que:

^p ap

L'ordre à droite de 3p est £)' a~ 1 £) ap et l'ordre à droite £)' de 3 est

donc un ordre d'Eichler appartenant au genre de O.
Un idéal normal est un idéal quasi-normal dont les ordres sont maximaux.
Un idéal est entier s'il est contenu dans son ordre à gauche. Il est bilatère

si son ordre à gauche est égal à son ordre à droite.
Les idéaux entiers principaux à gauche de Dp se mettent de façon

unique sous la forme £) ap, avec :

Si P | Du V
où n est une uniformisante de l'ordre maximal D c'est-à-dire un élément
entier de Ap, dont la norme réduite est égale à une uniformisante n de

Si p | D2, apC^m ^ ou bien

où n et m sont des entiers positifs ou nuls, où c e Rp est réduit modulo pm
et où d g Rp est réduit modulo p" +1.

Si VtD.D,, ',)
où n et m sont des entiers positifs et où c 6 Rp est réduit modulo pm.

Les idéaux bilatères de Dp sont les puissances de l'idéal ^p bilatère
de £) égal à :

Si P | Dt,^Op7tv
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si p I D*

Si VXD^D2%=Dpnp

4. Idéaux bilatères [4], [6], [9], [10]

Soit O un ordre d'Eichler de A. Un idéal premier ^3 de D est un idéal
bilatère de £) qui ne se factorise pas de façon non triviale en produit de

deux idéaux bilatères de D. L'idéal p R n ^3 est un idéal premier de k.
On a deux cas :

Si p | D1 D2, alors Dp ^32 et Nrd (^3) p

Si vJfD1 D2, alors Cp ^3 et Nrd (^3) p2

Les idéaux bilatères de £) forment un groupe abélien et tout idéal bilatère
de £) se factorise de façon unique en produit d'idéaux premiers de O. La
factorisation de l'idéal £)p que nous venons de rappeler montre qu'un idéal
bilatère de D s'écrit de façon unique sous la forme X/ où X est un idéal
bilatère de D dont la norme divise D1 D2 et où / est un idéal du centre.

Un idéal bilatère S est déterminé par sa norme et par son ordre. Il
est pratique d'utiliser le même symbole S pour tous les idéaux bilatères de

norme donnée 93. Si 3 est un idéal quasi normal, on a alors l'égalité

3© ©3 ;

dans le membre de gauche, © représente l'idéal bilatère de norme B de

l'ordre à droite de 3 et dans le membre de droite, © représente l'idéal
bilatère de l'ordre à gauche de 3 de même norme.

L 'idéal principal Da est entier et bilatère si et seulement s'il existe deux

idéaux / et D de k où D | D1 D2 tels que:

— a eO

(1) - (Nrd (a)) DI2

— a n~Sp e Xp si sp vp(I) pour tout p

— T rd (a) e DI

5. Sous-corps commutatifs maximaux [4], [5], [9]

Soit L une extension quadratique de k totalement imaginaire. Soit
O' l'ordre maximal de L et O un ordre de L. Le conducteur de O est le
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plus grand idéal de O' contenu dans O. Il est engendré par un idéal de k,

noté f(O):
f (o) {a e k | a O Ç 0}

A tout idéal entierf de k correspond un ordre unique de L de conducteur /.
Le nombre de classes des idéaux inversibles de O est [2] :

—»ja-«
où hL, R*, désignent respectivement le nombre de classes de L, le groupe
des unités de L, et où 0* est le groupe des unités de 0. Le symbole L)
est égal à:

<3)
-,

0 si p est ramifié dans L
1 si p est décomposé dans L

- 1 si p est inerte dans L

Soit W (0) le groupe des racines de l'unité contenues dans 0. L'indice
des unités de 0 c'est-à-dire l'indice [7] :

(4) Q(0) [O* : W (0)R*]
est égal à 1 ou 2.

On a aussi:

Q(0) [NrdO*\R*2]
Pour que l'indice des unités Q (O) soit égal à 2 il faut et il suffit qu'il existe

une unité s e O* telle que s s' ne soit pas un carré dans k (on note L le

conjugué de s sur k). L'indice des unités de L est l'indice des unités de son
ordre maximal.

Les sous corps commutatifs maximaux du corps de quaternions totalement

défini A de discriminant D1 sont les extensions quadratiques L de k
totalement imaginaires telles que les idéaux premiers p | Dx ne se décomposent

pas dans L.
Soit O un ordre de conducteur / (O) (confondu avec / (O) O') d'une

extension quadratique de k totalement imaginaire. Pour qu'il existe un
ordre d'Eichler £) sur k d'invariant (D1? D2) tel que Ö On k (O) il
faut et il suffit que

Si p | Du alors p ne se décompose pas dans k (O)

(5) (/ (O), D^)1

Si p | Z>2, alors p | / (O) ou bien p ne reste pas inerte dans k (O).
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On note {
o

le « symbole d'Eichler ». Par définition:

1 sip |/(0)
(6)

sinon
V /

On pose :

pi /->i

On peut mettre les conditions (5) sous la forme équivalente :

e (di,d2) (o) - n
V\D1

(5') E(Di,D2)(°) ^ ^

Si JO x et £)2 sont deux ordres d'Eichler sur k de même invariant contenant
O, il existe un idéal C inversible de O tel que £>1 C CC2-

6. Types d'ordres et classes d'idéaux

On dit que deux ordres J0 et £)' sont du même type lorsqu'ils sont R-

isomorphes. Pour cela, il faut et il suffit qu'il existe a e A* tel que:

car tout fc-automorphisme de A est intérieur.
Le nombre de classes dans un genre est fini. On note T (Dl>D2) ou T s'il

n'y a pas d'ambiguité, le nombre de types des ordres d'invariant (Du D2)•
On dit que deux idéaux / et I ' à gauche de £) appartiennent à la même

classe s'il existe a e A* tel que:

Le nombre de classes dans un genre est fini. On note H (d1?d2) ou H s'il
n'y a pas d'ambiguité le nombre de classes des idéaux quasi-normaux à

gauche d'un ordre d'Eichler d'invariant (D1? D2). Cette notation est justifiée
car le nombre de classes des idéaux quasi-normaux à gauche d'un ordre
d'Eichler O est le même pour tous les ordres ayant même invariant. Nous
allons le montrer:

Soit O et £>r deux ordres d'Eichler de même invariant.
Pour tout idéal premier p de k tel que £)'p / £>p choisissons ape A*

; tel que

(7) £>' a O a
1

(8) 3' 3a.
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L'idéal quasi-normal 3 défini par

3,v

est à gauche de D et à droite de £>'. La bijection entre les idéaux à gauche

de D' et ceux à gauche de D: $ - 3 g définit par passage aux classes une

bijection entre les classes à gauche de D et les classes à gauche de £)'.

On définit aussi une autre relation d'équivalence sur l'ensemble des

idéaux quasi-normaux des ordres d'Eichler sur k d'invariant {Dl5 D2) donné,

à savoir:
Deux idéaux 3 et 3' sont équivalents si et seulement s'il existe a, 6 e ^4*

tels que

Le nombre de classes des idéaux quasi-normaux des ordres d'Eichler sur k
d'invariant (Dl9 D2) pour cette relation d'équivalence est fini et on le note

H (Di,d2) ou H + s'^ n'y a Pas d'ambiguité.

7. Les nombres p (n)

Soit N un idéal entier de k et £) un ordre d'Eichler sur k d'invariant
(Z)l5 D2). Nous notons n* (N) le nombre d'idéaux principaux bilatères
entiers de D de norme réduite N; 7i* (N) est égal à 0 ou à 1, et est toujours
nul si N n'est pas principal ou si N ^ D I 2 où D et I sont deux idéaux de

k tels que D | D1 D2.
Notons (n^), (nt) un système de représentants des idéaux principaux

de k de la forme D / 2? modulo les carrés des idéaux principaux de k. On a

7i* (AO 0 si N # (nm2) avec rae&etl < / < f
(10) 3

71* (Uj-m 71* (fty)

Nous choisissons un système 3t 3H de répresentants des classes des

idéaux à gauche de O. Nous notons n* (n) le nombre d'idéaux entiers
principaux de norme (n), bilatères de l'ordre à droite de l'idéal 3Nous
posons

(9) 3' - aZb'1

H

(11) p(n) £ n*(n)

Proposition 1.2. SozY («j), (wt) wrc système de représentants des

idéaux DI 2 principaux, avec Z> | Z>2 modulo les carrés des idéaux
principaux de k. Soit H, T, H + respectivement:
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— le nombre de classes des idéaux 3 à gauche d'un ordre d'Eichler 0
d'invariant (Dt, D2) pour la relation 3' 3 a, ae A*;

— le nombre de types des ordres d'Eichler d'invariant (D1, D2) /
— le nombre de classes des idéaux quasi-normaux des ordres d'Eichler

d'invariant (Z>l5 D2) pour la relation 3' a 3 b~i, a, b e A*.

On a :

H =p(l)

(12) T É pK)
"/tZ J=1

»•4É f-w2
"/cZ J=1

où hk est le nombre de classes des idéaux de k et Is le nombre de diviseurs
de D± D2.

h
Preuve. On a 7i* 1 pour 1 < i < H, donc H Yjn*i (1) P (!)•

i=i
Deux idéaux 3 et 3r vérifiant 3' 3 a, a e A* ont leurs ordres à droite du
même type, ce qui implique :

T

H I H,
1=1

où Hi désigne le nombre de classes des idéaux à gauche de £), dont l'ordre
à droite est du type de £)f et (Of), 1 < / < T est un système de représentants
des types d'ordres.

Fixons un idéal 3 à gauche de D à droite de Dt. Alors Ht est le nombre
de classes des idéaux 3 S a où a e A* et où © est un idéal bilatère de

Deux idéaux 3© a et 3©'a' sont équivalents si et seulement si © est

équivalent à ©r; donc Ht est égal au nombre de classes des idéaux bilatères
de £);.

Lemme 1.2. Le nombre de classes des idéaux bilatères d'un ordre

d'Eichler £)f d'invariant (D1, D2) est égal à

h 28

(13)
Hi ~ ELLL '

L 711 \nj)
j= i

Preuve. Un idéal bilatère de £)f s'écrit de façon unique î) I où T) est un
idéal bilatère de dont la norme réduite D divisé D1 D2 et où I est un
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idéal de k. Lorsque /„ 1 </ < hk parcourt un système de représentants

des classes des idéaux de k, les classes des idéaux X) if où D\DïD2,
modulo les carrés des idéaux principaux sont distinctes. Le nombre

t

Y 71t 0b") es^ nombre des idéaux bilatères X) It qui sont principaux. On
j= i
note 2S le nombre d'idéaux X), c'est-à-dire le nombre de diviseurs de D± D2

et on a (13).
Le nombre n* (n) est le même pour tous les ordres du type de £h,ce

qui implique :

p(n) Y Hi71*! (w)
i 1

On a: X P(ni>È E (nj) E Hi E
j—1 7=1 i =1 i-1 j~ 1

X K r t
d'où:

1

T 77-^ E P (";) •

y=1

Deux idéaux 3' et 3 vérifiant 3' a3ù_1, a et b e A* ont leurs

ordres à droite et leurs ordres à gauche du même type, ce qui implique:

H+E HÙi= 1 T
j=l T

où j désigne le nombre de classes pour la relation (9) des idéaux dont
l'ordre à gauche est du type de Df et l'ordre à droite du type de Dj.

Lemme 1.2. Le nombre de classes H est égal à :

(14) Htj=Ijr^r E (n,).
k 1=1

Preuve. On introduit les nombres n qui désignent le nombre
d'idéaux entiers à gauche de £)f à droite de J0y de norme réduite (n) Nrd (3)
et de la forme a 3 b~1 où 3 est un idéal fixé à gauche de JD; à droite de O,-.
On a 7r*j («) 1 ou 0. Si 71;

*
j (n) 1, il existe a et b tels que les idéaux

et Djb soient bilatères et ([n(ab)) (n). Le symbole « y » signifie
l'égalité modulo le carré d'un idéal principal. Si (n) y (m) alors n* (n)
~ 7t* (m) et 71 * j (n)
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On démontre de façon tout à fait analogue que dans le lemme précédent
l'égalité

hk2s
TT + _ K

(15) iJ '

1=1

Le nombre n ' tj (/7Z) n'est pas nul si et seulement s'il existe u0 et v0 tels que :

(«i) 71 î ("J 71 * K„) 1 •

Dans ce cas:

Z 71
* ("»)71 * M71 * (»J71 * ("»„) Z 71 î hJ 77

* "J •

') ;

On a

("« »J T

(nvnv0)z î* w^w z "i
i <«>

On en déduit que

("u"») OO (nunv) ("/)
2 2

d'où:

("»»»"„«»J T 0?) T

Ou"v) («/) W 1
2

Z
(nunv) (ni)

nljM r
Z "î (O7** (O

W=1

En reportant la valeur de 7i* ^ («,) dans la formule (15), on obtient

Z ni(nw)n*}(nw)

r/+ _ h2» "'=lnlJ — nk L t t

Z Z n* (njn'i (nv)
1=1 (nunv) («/)

Le dénominateur est le développement du produit

Z n*(nu)- Z n*(nv).
u=l V=1

Nous faisons apparaître les nombres Ht et Hj

Hi
h«2'

Hj y
Z n1(nu) Z * (n„)
u=l 0=1



en écrivant H j j sous la forme

1 '
*

2S

Hïj=7-r. E n* (njn* M -r•

h«2 W=1 Z **("„) Z </(».)
M= 1 ü= 1

et nous obtenons l'égalité (14).

Nous sommons sur i,j pour obtenir H +
:

"k ^ i,j,w= i r

# + ---- Z Z Hjn*j(nw) Z (nw)
w= 1 J 1 Ï 1

Z ZO2-
nk Z W=1

8. Calcul de p (n)

L'objet de ce paragraphe est le calcul des nombres p (n) qui nous permet
avec la proposition 1.2 d'obtenir une formule pour les nombres H, T et H +.

Proposition 1.3. On a

A* Ç*(-l) **(J>i,.D2) v w(O)-1H p(1) — + > £Dl ni(0)h(0)
2"fe~ o 2 w(O) 1; 2

(16)
V '

P(n)=~Z£di,b2 (°)Ä (°) si (") ^
Z o 2

la somme £ porte sur les ordres O des extensions quadratiques de k totale-
o

ment imaginaires contenant un élément a tel que

— (Nrd(a)) DI2 (n)

z — T rd (a) e DI
— a7i~SpeOp si sp vp(/) pour tout p.

h Une conséquence importante de cette proposition est le corollaire
z suivant :

Z

|l Corollaire 1.1. Le nombre de classes du centre hk divise 2H.

Preuve. D'après la proposition 1.2., on a:
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H p(1)

1 ' 1
T iTWsZ p(nj)

Ä» 2»,fi w' At2'
p(i) + Z

J 2

si on suppose que (wj) (1).
Le nombre de classes du centre hk divise h (O) car O est un ordre d'une

extension quadratique totalement imaginaire de k, donc hk divise 2p (nj)
pour 2 </ < t.

On a:

H T hk 2S - £ P (nj)
j 2

donc hk divise 2H.

Remarque. Si n est pair, on peut choisir D2) (1, 1) alors

Hi,i K TltX et HltJhk est un entier.

Démonstration de la proposition 1.3. On a p (n) 0 si (n) ^ (nj)
2

1 <j < t. Nous supposons que (n) j (nj). Soit (Of), 1 < i < T, un système
de représentants des ordres d'Eichler de A d'invariant (Du D2). On note

Di(ri) l'ensemble des éléments aeOj engendrant un idéal bilatère de

de norme (ri). Pour que (n) ne soit pas vide il faut et il suffit que l'idéal
bilatère de Dt de norme (n) soit principal et alors :

Dt(n) D*a.
Comme le corps de quaternions A est totalement défini, le groupe Rk des

unités de k est d'indice fini et dans le groupe £)* des unités de O/ et nous
avons alors:

1=71,- (n)

où on note | R*\£); (n)\lenombre de classes d'équivalences définies sur
A

Di(n) par la relation y' u y, ueR*. On fixe une clôture algébrique k
de k. A tout oc e (n), oc $ k correspond une extension quadratique de k,

A
contenue dans k, totalement imaginaire et isomorphe à k (a). On considère

l'ordre O de cette extension isomorphe à k (a) n Dt. On pose

O (n) {oc£k I oceO n £)i (n)}

c'est-à-dire, O (n) est égal à l'ensemble des éléments a de O vérifiant:
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— Nrd(a) (n) D I2

— Trd (ci) e DI
(17) _

— a 7Tp
Sp e Op si sp ^p (/) pour tout p

— a £k

On remarque que si (n) ^ (1) alors (n) n k — 0 dans ce cas:
2

O (w) — Di(«)nO.
Si («) y (1) alors (ri) n k i?* et dans ce cas:

O(w) Df(n) nO - R*

Soit gi(O) le nombre d'ordres isomorphes à O contenus dans On a

Jtî (1) =-[1 +Zg,(0)\R*\0(n)\-]
ei O

n*i(n)- Tdi(°)IR*\0(n)|si (n) # (1).
ei O 2

A
La somme porte sur les ordres O £)f n k (a) les éléments a e k étant

o
astreints aux conditions (17).

Ces conditions impliquent que les idéaux premiers p | D sont ramifiés
dans k (a). L'idéal O a est égal à I) / où D est l'unique idéal de O de norme
D. On a:

O (ri) O*oe si («) ^ (1)

O (1) O* — R*.2On note w (O) l'indice du groupe iî* des unités de dans le groupe O*
des unités de O et nous avons

n* - [1 + X0i(O)(w(O) - 1)]
o

t ÎO) w(0) si (n) # (1)
C O 2

Nous en déduisons pour les nombres h (n) les formules

p(D x n.Ttîd) x - + x x—!1)(is) '•/ ßi i=1 0

p(n) X X X^^wCO)
/= 1 1=1 O C
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Nous avons la relation [4]:

(19) £ — hkÇk( — l) <Pk(D1, D2) 21~"k
i= i et

où hk, C]c (•)? w désignent le nombre de classes, la fonction zêta et le degré
du corps k et

$k(DuD2) n n a +nv).
p\Dl p I d2

Nous intervertissons dans les formules (18) la sommation sur les types
d'ordres et la sommation sur les ordres quadratiques :

h(i) =hCAzW!,Di) + z (w(Q) _ 1} £ ^0,(0)
(20)

O i=l

M«) 2>(0) I si(n) #(1).
O i=l 2

LEMME 1.3. O/îfl

' H,„,(0) 1,(0)

Ce lemme et les relations (20) nous donnent la proposition 1.3.

Démonstration da lemme 1.3. On fixe un ordre d'Eichler £) d'invariant
(D1, D2) tel que Ont (O) O. Pour qu'un tel ordre £) existe il faut et il
suffit que EDlfL>2 (O) soit non nul (§.4). Un idéal à gauche de D dont l'ordre
à droite £)' vérifie £)' n k (O) — (9 s'écrit de façon unique sous la forme
T)I où î) est un idéal bilatère de 5D dont la norme réduite est un produit
d'idéaux premiers non ramifiés dans k (O) et divisant D1 D2 et / un idéal
inversible de O. On remarque que EDlD2 (O) s'il n'est pas nul est égal au
nombre des idéaux 2) car

On note ht le nombre de classes des idéaux I inversibles dans O engendrant

un idéal £)/ dont l'ordre à droite est du type de £)f et I± Ih. un système
de représentants de ces idéaux; on note h (O) le nombre de classes des idéaux
inversibles de O. On a:

h(0) £ ht.
i 1
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Si h{ # 0, le nombre Ht qui est égal au nombre de classes des idéaux

bilatères de Db donc des idéaux à gauche de £) dont l'ordre à droite est du

type de £)f est aussi égal au nombre de classes des hiEDl>D2{0) idéaux

T)Ij 1 <y < h-, pour la relation:

Pour qu'un idéal £)f a soit de la forme X)/ il faut et il suffit que O a
1

cr Db
On pose

il faut et il suffit que a g D* k (O)*. Le nombre d'idéaux à gauche de £)f
de la forme X)Ij (où X) représente ici l'idéal bilatère de Dt de norme réduite
D) qui sont principaux est égal à | O* k {OY \ |.

On note £)'/ le sous-groupe de O\ formé des a e A* tels que a O a'1 O.

Pour a g D7 et x g O on a:

axa"1 xouf, x' — le conjugué de x sur k.

On choisit a e A tel que axa~1 x' pour x ek {O). On a:

X)'= X)/a a eA*

0\ — {a e A* j a O a
1 c £).}

pour que:
Oid fDtx x ek{0)

donc
£)'/ {flGi^/ßoua 1

a commute avec les éléments de k (O)}

D7 k (O)* u a k (O)*
On a:

I \ D'il 0,(0)
|fc(0)*\OÎ| 20,(0)

I k
id*/c(O)*\O;I A-

I k (O)* \ O'; I 2 0,(0) w(0)
1 o*\ on c,.

Nous obtenons donc pour //, lorsque /q # 0

d'où:

Nous obtenons donc le lemme 1.3.
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