Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique
Herausgeber: Commission Internationale de I'Enseignement Mathématique

Band: 21 (1975)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Artikel: NOMBRE DE CLASSES D'UN ORDRE D'EICHLER ET VALEUR AU
POINT -1 DE LA FONCTION ZETA D'UN CORPS QUADRATIQUE
REEL

Autor: Vigneras, Marie-France

Kapitel: Introduction

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-47331

Nutzungsbedingungen

Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich fur deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veroffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanalen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation

L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En regle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
gu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use

The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 26.12.2025

ETH-Bibliothek Zurich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch


https://doi.org/10.5169/seals-47331
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en

— 70 —

INTRODUCTION

On obtient dans cet article la partie fractionnaire de la valeur {, (—1)
au point —1 de la fonction zéta d’un corps de nombres totalement réel k,
en la déduisant de la formule du nombre de classes des idéaux a gauche
d’un ordre d’Eichler, donnée par Eichler en 1954. On étudie ensuite en
détail le cas particulier des corps quadratiques réels.

Dans le premier chapitre, on développe I’arithmétique des corps de
quaternions totalement définis dont la théorie est due a M. Eichler. Il est
nécessaire pour lire ce chapitre de connaitre une partie de la théorie des
algébres centrales simples sur des corps de nombres; le meilleur livre de
référence est celui de Deuring [2]. Nous étudions les ordres d’Eichler et
leurs idéaux localement libres; nous reférons principalement a Eichler [4]
et a Pizer [9]. Notre but est de calculer le nombre H de classes des idéaux
a gauche d’un ordre d’Eichler [4], le nombre T de types des ordres
d’Eichler [9] et le nombre H * de classes des idéaux quasi-normaux [10].
Pour cela, nous avons introduits des nombres p (n) analogues aux traces
des matrices de Brandt.

Nous remercions chaleureusement H. Cohen qui a calculé sur ordinateur
ces nombres pour les ordres d’Eichler sur le corps des nombres rationnels,
d’invariant (D, D,) avec D, < 47, D, <101 et 47 <D, <101,
D, < 3l1.

Le nombre de classes 4, du corps k divise 2H. Dans le chapitre 2 nous
exprimons cette divisibilité par une congruence entre la valeur {, (—1) au
point —1 de la fonction z€ta de k et les nombres de classes relatifs de
certaines extensions quadratiques de k. Nous déterminons ainsit la partie
fractionnaire de {, (—1).

Soit ¢, une racine d’ordre p de I'unité (sauf si p = 2 ol &, = €'*/?);
on note A’ = hk(ép)/hk, w, l'indice des unités de k dans celles de k (&) et
s, le nombre d’idéaux premiers p | p inertes dans k (,). Si [k (&,) 1 k] > 2
ou s’il existe un idéal premier p l p de k décomposé dans k (¢,), la valeur
au point —1 de la fonction zéta d’un corps de nombres totalement réel k
est entiére en p. Sinon la p-partie fractionnaire de 227" {, (—1) est celle de

W,
w, [[ (1-=Np)

plp
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S’il existe un idéal premier p |2 de k décomposé dans k (£,) alors
{, (—1)/2""3 est entier en 2, sinons sa partie fractionnaire est celle de

+1

B, 22
W, H (1—Np)
pl2

Ce résultat est analogue a ceux de Brown [1] et de Greenberg [5] qui
viennent de paraitre. Si k est le sous-corps réel maximal du p™-éme corps
cyclotomique, ’exposant de p dans {, (— 1) est égal a —m pour les nombres
premiers p réguliers impairs. Si p = 2, 'exposant de 2 dans {, (—1) est
2m~% — m — 1 et pour m > 5 le nombre de classes relatif de Q (&, &3)
est divisible par 3.

Enfin, dans le chapitre 3, nous reprenons les travaux des chapitres
précédents, en les améliorant, lorsque k& est un corps quadratique.

Si k est un corps quadratique Q (\/ ;n—) on note {,, (.) sa fonction zéta
et 4 (m) son nombre de classes. Le nombre de classes H ,, (D, D,) d’un

ordre d’Eichler O sur Q (\/ n_a) d’invariant (D, D,) est

1 Cn(=1) +Np) +a(m)—( m)

plD1 plD2
b )h( 2?am) C(m)h(n):z(n)

ou a(m), b (m), c(m) sont des entiers bien définis. Si ¢ (m) # 0, Punité
fondamentale ¢ de Q (\/ m) est de norme 1 et » = 2 — Tre (modulo les

carrés), nn’ = m ou 4m.
L’expression suivante est un entier:

(=1 h(—m 3 h(n)h(n
C(2 )_M(m) (8 B (m) h(— M)+Mm) (n)41(n)

ou a (m), B (m), y (m) sont des entiers bien définis. Elle représente, si
= p est un nombre premier, la caractéristique d’Euler-Poincaré du

groupe modulaire de Q (\/ 1;) calculée par Hirzebruch.

Je remercie vivement J. Martinet pour les conseils qu’il m’a donnés et
I'intérét avec lequel il a suivi ce travail.
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