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NOMBRE DE CLASSES D’UN ORDRE D’EICHLER
ET VALEUR AU POINT —1 DE LA FONCTION ZETA
D’UN CORPS QUADRATIQUE REEL B

par Marie-France VIGNERAS
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INTRODUCTION

On obtient dans cet article la partie fractionnaire de la valeur {, (—1)
au point —1 de la fonction zéta d’un corps de nombres totalement réel k,
en la déduisant de la formule du nombre de classes des idéaux a gauche
d’un ordre d’Eichler, donnée par Eichler en 1954. On étudie ensuite en
détail le cas particulier des corps quadratiques réels.

Dans le premier chapitre, on développe I’arithmétique des corps de
quaternions totalement définis dont la théorie est due a M. Eichler. Il est
nécessaire pour lire ce chapitre de connaitre une partie de la théorie des
algébres centrales simples sur des corps de nombres; le meilleur livre de
référence est celui de Deuring [2]. Nous étudions les ordres d’Eichler et
leurs idéaux localement libres; nous reférons principalement a Eichler [4]
et a Pizer [9]. Notre but est de calculer le nombre H de classes des idéaux
a gauche d’un ordre d’Eichler [4], le nombre T de types des ordres
d’Eichler [9] et le nombre H * de classes des idéaux quasi-normaux [10].
Pour cela, nous avons introduits des nombres p (n) analogues aux traces
des matrices de Brandt.

Nous remercions chaleureusement H. Cohen qui a calculé sur ordinateur
ces nombres pour les ordres d’Eichler sur le corps des nombres rationnels,
d’invariant (D, D,) avec D, < 47, D, <101 et 47 <D, <101,
D, < 3l1.

Le nombre de classes 4, du corps k divise 2H. Dans le chapitre 2 nous
exprimons cette divisibilité par une congruence entre la valeur {, (—1) au
point —1 de la fonction z€ta de k et les nombres de classes relatifs de
certaines extensions quadratiques de k. Nous déterminons ainsit la partie
fractionnaire de {, (—1).

Soit ¢, une racine d’ordre p de I'unité (sauf si p = 2 ol &, = €'*/?);
on note A’ = hk(ép)/hk, w, l'indice des unités de k dans celles de k (&) et
s, le nombre d’idéaux premiers p | p inertes dans k (,). Si [k (&,) 1 k] > 2
ou s’il existe un idéal premier p l p de k décomposé dans k (¢,), la valeur
au point —1 de la fonction zéta d’un corps de nombres totalement réel k
est entiére en p. Sinon la p-partie fractionnaire de 227" {, (—1) est celle de

W,
w, [[ (1-=Np)

plp
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S’il existe un idéal premier p |2 de k décomposé dans k (£,) alors
{, (—1)/2""3 est entier en 2, sinons sa partie fractionnaire est celle de

+1

B, 22
W, H (1—Np)
pl2

Ce résultat est analogue a ceux de Brown [1] et de Greenberg [5] qui
viennent de paraitre. Si k est le sous-corps réel maximal du p™-éme corps
cyclotomique, ’exposant de p dans {, (— 1) est égal a —m pour les nombres
premiers p réguliers impairs. Si p = 2, 'exposant de 2 dans {, (—1) est
2m~% — m — 1 et pour m > 5 le nombre de classes relatif de Q (&, &3)
est divisible par 3.

Enfin, dans le chapitre 3, nous reprenons les travaux des chapitres
précédents, en les améliorant, lorsque k& est un corps quadratique.

Si k est un corps quadratique Q (\/ ;n—) on note {,, (.) sa fonction zéta
et 4 (m) son nombre de classes. Le nombre de classes H ,, (D, D,) d’un

ordre d’Eichler O sur Q (\/ n_a) d’invariant (D, D,) est

1 Cn(=1) +Np) +a(m)—( m)

plD1 plD2
b )h( 2?am) C(m)h(n):z(n)

ou a(m), b (m), c(m) sont des entiers bien définis. Si ¢ (m) # 0, Punité
fondamentale ¢ de Q (\/ m) est de norme 1 et » = 2 — Tre (modulo les

carrés), nn’ = m ou 4m.
L’expression suivante est un entier:

(=1 h(—m 3 h(n)h(n
C(2 )_M(m) (8 B (m) h(— M)+Mm) (n)41(n)

ou a (m), B (m), y (m) sont des entiers bien définis. Elle représente, si
= p est un nombre premier, la caractéristique d’Euler-Poincaré du

groupe modulaire de Q (\/ 1;) calculée par Hirzebruch.

Je remercie vivement J. Martinet pour les conseils qu’il m’a donnés et
I'intérét avec lequel il a suivi ce travail.
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CHAPITRE PREMIER. ORDRES D’EICHLER
ET IDEAUX QUASI-NORMAUX

1. Corps de quaternions totalement définis [3]

Un corps de quaternions totalement défini est une algébre centrale
simple 4 sur un corps de nombres totalement réel k telle que pour toute

place infinie v de k, lalgébre A4, = k, ® A soit isomorphe au corps des
k

quaternions réels. On note k, le complété de k pour la place v, v, la valuation
ultramétrique associée a un idéal premier p de k, A, = k,, ® 4 lalgébre
étendue. k

L’algébre A, est isomorphe a un corps gauche ou a M, (k,); dans le
premier cas, I’idéal premier p est dit ramifié dans 4. Le nombre d’idéaux
premiers ramifiés a méme parité que le degré n, du corps k (théoréme de
Hasse), leur produit D, s’appelle le discriminant de 4. On a une réciproque:
a tout produit D; d’idéaux premiers dont le nombre a méme parité que 7,
correspond un unique corps de quaternions totalement défini, ramifié
exactement en ces idéaux premiers.

On notera Nrd (.) et Trd (.) la norme réduite et la trace réduite de A sur
k. On notera N (.) la norme absolue de k, R son anneau d’entiers et R,
celui de k. Le groupe des unités d’'un anneau X sera noté X *.

Les entiers de 4 ne forment pas un anneau; on définit la notion d’ordre
et on montre que tout ordre est contenu dans un ordre maximal. Si 4, est
un corps gauche, les entiers forment un anneau; on a donc un ordre maximal
unique. Si 4, est isomorphe & M, (k,), les ordres maximaux sont de la
forme a M, (R) a™ ', ot ae M, (R)*.

2. Ordres d’Eichler [4], [9], [10]

Soit D, un discriminant d’'un corps de quaternions A totalement défini
sur un corps de nombres k et soit D, un produit d’idéaux premiers de k
sans facteurs carrés et premier & D;. On appelle ordre d’Eichler sur k
d’invariant (D, D,) un ordre de 4 localement maximal aux places p ne

a
divisant pas D, et sinon isomorphe a I’ensemble des matrices ( d) € M,(R))
c

avec c€p R,
Les ordres maximaux de A sont les ordres d’invariant (D, 1).
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On dit que deux ordres sont du méme genre lorsqu’ils sont localement
isomorphes. Le genre d’un ordre est 'ensemble des ordres qui lui sont locale-
ment isomorphes. L’ensemble des ordres d’Eichler d’invariant (D,, D,)
donné forme un genre.

Le discriminant d’un ordre d’Eichler d’invariant (D,, D,) est égal a
D? D3,

3. Idéaux quasi-normaux [3], [4], [9], [10]

Un idéal quasi-normal 1 est un idéal de A localement principal dont
I'ordre a gauche O est un ordre d’Eichler. Il existe donc pour tout p un
élément a, € A} tel que:

3y = Dy a,

L’ordre & droite de 3, est O’ = a,; ! O, a, et 'ordre a droite O’ de J est
donc un ordre d’Eichler appartenant au genre de O.

Un idéal normal est un idéal quasi-normal dont les ordres sont maximaux.

Un 1déal est entier s’il est contenu dans son ordre a gauche. 11 est bilatere
st son ordre a gauche est égal a son ordre a droite.

Les idéaux entiers principaux a gauche de O, se mettent de fagon

unique sous la forme O, a,, avec:

: _Nn
Slp|D1, a, = m,

ou 7 est une uniformisante de 1’ordre maximal Dp, c’est-a-dire un élément
entier de 4, dont la norme réduite est égale & une uniformisante m, de
Rp.

0 s

i

0 Tcl’l
aD - (7_£m+1 dp )
p

ou n et m sont des entiers positifs ou nuls, ol c e R, est réduit modulo p™
et ol d € R, est réduit modulo p"**.
. 71:” c
SipyD, D,, ap=(p m)

0 T,

: n” ¢
Sip|D,, a, = ( P m) ou bien

ou n et m sont des entiers positifs et oll c € R, est réduit modulo p™.
Les idéaux bilatéres de O, sont les puissances de I'idéal P, bilatere
de O, égal a:

Sip| Dy, P, = O,




Sip|D B, = O 01
1 , =

p 2 p D ’]'Cp 0
SipyD, D, P, = O, 7,

4. Idéaux bilateres [4), [6], [9], [10]

Soit © un ordre d’Eichler de 4. Un idéal premier B de O est un idéal
bilatére de © qui ne se factorise pas de fagon non triviale en produit de
deux idéaux bilatéres de O. L’idéal p = R P est un idéal premier de k.
On a deux cas:

Sip|D; D,, alorsOp = B> et Nrd(B) = p
SipyD, D, alorsOp =P et Nrd (P) = p?

Les 1déaux bilateres de O forment un groupe abélien et tout idéal bilatére
de O se factorise de facon unique en produit d’idéaux premiers de O. La
factorisation de I'idéal Op que nous venons de rappeler montre qu’un idéal
bilatére de © s’¢crit de fagon unique sous la forme DI ou D est un idéal
bilatére de © dont la norme divise D; D, et ou [ est un idéal du centre.
Un idéal bilatére B est déterminé par sa norme et par son ordre. Il
est pratique d’utiliser le méme symbole B pour tous les idéaux bilatéres de
norme donnée B. Si I est un idéal quasi normal. on a alors I’égalité

B = BJ;

dans le membre de gauche, B représente 1'idéal bilatére de norme B de
I’ordre a droite de I et dans le membre de droite, B représente 1’idéal
bilatére de I’ordre a gauche de J de méme norme.

L’idéal principal Da est entier et bilatére si et seulement s’il existe deux

idéaux I et D de k ou D | D, D, tels que:
— aed
(1) — (Nrd(a)) = DI?
— an, ?e®, sis, =v,(I) pour tout p

p P
— Trd(a)eDI

5. Sous-corps commutatifs maximaux [4], [5], [9]

Soit L une extension quadratique de k totalement imaginaire. Soit
O’ Vordre maximal de L et O un ordre de L. Le conducteur de O est le
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plus grand idéal de O’ contenu dans O. Il est engendré par un idéal de £,
noté f (0):
| f(©0) ={acklaO < 0}

A tout idéal entier f de k correspond un ordre unique de L de conducteur f.
Le nombre de classes des idéaux inversibles de O est [2]:

h Nf(O) ( (%))
( ) ( ) [RL : 0*] p]]_;(IO) Np

ol h;, R}, désignent respectivement le nombre de classes de L, le groupe
des unités de L, et ou O* est le groupe des unités de O. Le symbole (L)
est ¢gal a:

r [ 0 sip est ramifié¢ dans L
(3) (—) = i 1 sip est décomposé dans L

i | —1 sipestinerte dans L

Soit W (0O) le groupe des racines de 1'unité contenues dans O. L’indice
des unités de O c’est-a-dire I'indice [7]:

(4) Q0 (0) = [0*: W (0) R¥]

est égal a 1 ou 2.
On a aussi:
Q(0) = [Nrd O* : R*?]

Pour que I'indice des unités Q (O) soit égal a 2 il faut et il suffit qu’il existe
une unité ¢ € O* telle que €&’ ne soit pas un carré dans k (on note &’ le
conjugué de ¢ sur k). L’indice des unités de L est I'indice des unités de son
ordre maximal.

Les sous corps commutatifs maximaux du corps de quaternions totale-
ment défini 4 de discriminant D, sont les extensions quadratiques L de k
totalement imaginaires telles que les idéaux premiers p I D ne se décom-
posent pas dans L.

Soit O un ordre de conducteur f (O) (confondu avec f (0O) O') d’une
extension quadratique de k totalement imaginaire. Pour qu’il existe un
ordre d’Eichler © sur k d’invariant (D, D,) tel que O = O nk (0) il
faut et il suffit que

Sip [ D,, alors p ne se décompose pas dans k (O)

(5) (f(0), Dy) =1
Sip | Dy, alors p | £ (O) ou bien p ne reste pas inerte dans k (O).
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(O
On note {—} le « symbole d’Eichler ». Par définition:

1 siplf(0)
©) {9} L o)

P ] (——pv) sinon
On pose:

£ © = T (=) 110+ {5))

On peut mettre les conditions (5) sous la forme équivalente:
(5’) E(Dl,Dz)(O) # 0

Si D, et O, sont deux ordres d’Eichler sur k de méme invariant contenant
O, il existe un idéal C inversible de O tel que O, C = C O,.

6. Types d’ordres et classes d’idéaux

On dit que deux ordres O et O’ sont du méme type lorsqu’ils sont R-
isomorphes. Pour cela, il faut et il suffit qu’il existe a € 4* tel que:

(7) O =aDa™t,

car tout k-automorphisme de A4 est intérieur.
Le nombre de classes dans un genre est fini. On note T' p, p,) ou T s’ll
n’y a pas d’ambiguité, le nombre de types des ordres d’invariant (D, D,).
On dit que deux idéaux I et I’ a gauche de O appartiennent a la méme
classe s’il existe a € A* tel que:

(8) | 3 =3Ja.

Le nombre de classes dans un genre est fini. On note H (p, p,) ou H s’il
n’y a pas d’ambiguité le nombre de classes des idéaux quasi-normaux a
gauche d’un ordre d’Eichler d’invariant (D,, D,). Cette notation est justifiée
car le nombre de classes des idéaux quasi-normaux a gauche d’un ordre
d’Eichler O est le méme pour tous les ordres ayant méme invariant. Nous
allons le montrer:

Soit © et O’ deux ordres d’Eichler de méme invariant.

Pour tout idéal premier p de k tel que O’ # D, choisissons a, € A;
tel que

P
O = a, Dpap.

p
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L’idéal quasi-normal J défini par
by, siD, = O
X p p p

Dp a, sinon,

est & gauche de O et & droite de O’. La bijection entre les idéaux a gauche
de O’ et ceux & gauche de O: F — I F définit par passage aux classes une
bijection entre les classes a gauche de O et les classes a gauche de 0.

On définit aussi une autre relation d’équivalence sur I'ensemble des
idéaux quasi-normaux des ordres d’Eichler sur k d’invariant (D4, D,) donné,
a savoir:

Deux idéaux J et I’ sont équivalents si et seulement s’il existe a, b € 4*
tels que

(9) I =a3Ib 1.

Le nombre de classes des idéaux quasi-normaux des ordres d’Eichler sur &
d’invariant (D, D,) pour cette relation d’équivalence est fini et on le note
H (b,.py ou H © s’il n’y a pas d’ambiguité.

7. Les nombres p (n)

Soit N un idéal entier de k et O un ordre d’Eichler sur k& d’invariant
(D, D,). Nous notons 7* (N) le nombre d’idéaux principaux bilatéres
entiers de © de norme réduite NV; n* (N) est égal a 0 ou a 1, et est toujours
nul si N n’est pas principal ousi N # DI ? ou D et I sont deux idéaux de
k tels que D | Dy D,.

Notons (n,), ..., (n,) un systéeme de représentants des idéaux principaux
de k de la forme D I 2, modulo les carrés des idéaux principaux de k. On a

n*(N) =0 si N # (n;m®) avecmeketl <j<t

n* (nm?) = n* (n;).

(10)

Nous choisissons un systeme J, ... I 5 de répresentants des classes des
idéaux a gauche de ©. Nous notons 7 (n) le nombre d’idéaux entiers
principaux de norme (n), bilatéres de I'ordre a droite O; de I'idéal ;. Nous

posons
H

(11) p(n) = 3 =i (n
i=1
ProposITION 1.2. Soit (ny), ..., (n,) un systéme de représentants des
idéaux D 1% principaux, avec D|D1 D, modulo les carrés des idéaux
principaux de k. Soit H, T, H ™ respectivement:
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— le nombre de classes des idéaux 3 a gauche d’un ordre d’Eichler O
d’invariant (D, D,) pour la relation 3" = I a, ae A*;

— le nombre de types des ordres d’Eichler d’invariant (D, D,);

— le nombre de classes des idéaux quasi-normaux des ordres d’Eichler
d’invariant (D, D,) pour la relation ' = a3 b~ ', a, be A*.

Ona:

H = p()
1 t
12 5 L .
(12) b j; p(ny)
1 t
H+ — 2
b ,-:ZI p(n)

ou hy est le nombre de classes des idéaux de k et 2° le nombre de diviseurs
de D, D,.

H
Preuve. Onany (1) = 1pour 1 <i<H,doncH =Y =} (1) = p(1).
i=1

Deux idéaux J et I’ vérifiant I = J a, a € A* ont leurs ordres a droite du
méme type, ce qui implique:

T
H - Z Hi
i=1

ou H,; désigne le nombre de classes des idéaux a gauche de O, dont 1’ordre
a droite est du type de O, et (D), 1 < i < T est un systéme de représentants
des types d’ordres.

Fixons un idéal I a gauche de O a droite de O,. Alors H; est le nombre
de classes des idéaux I B a ol ae A* et ou B est un idéal bilatére de O;
Deux idéaux I B a et I B’ a’ sont équivalents si et seulement si B est
équivalent & B’; donc H; est égal au nombre de classes des idéaux bilatéres

de O;.

LeEMME 1.2. Le nombre de classes des idéaux bilatéres d’un ordre
d’Eichler O; d’invariant (D, D,) est égal a
h, 2°

t

Z n?("j)

j=1

(13) H =

Preuve. Un idéal bilatére de O, s’écrit de fagon unique D I ou D est un
idéal bilatére de O; dont la norme réduite D divise D; D, et ou [ est un
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idéal de k. Lorsque [, 1 </ </ parcourt un systéme de représentants
des classes des idéaux de k, les classes des idéaux D[ ; ol D[D1 D,,

modulo les carrés des idéaux principaux sont distinctes. Le nmombre
t

Y n} (n;) est le nombre des idéaux bilateres D 7, qui sont principaux. On

i=1
note 2° le nombre d’idéaux D, c’est-a-dire le nombre de diviseurs de D; D,
et on a (13).

Le nombre n¥ (1) est le méme pour tous les ordres du type de L;, ce

qui implique:

p(n) = ;1 Hin?(n)

t t T T t
On a: Sopmy) = Y Y H;ni(n) = ), H, Y i (n))
Jj=1 ji=1 i=1 i=1 i=1
T
= Z hk2s == Thkzs
i=1
d’ou:
1 t
T =
h, 2° j;p ()

(o 34

Deux idéaux I et I vérifiant I = a3 b1, a et be A* ont leurs
ordres & droite et leurs ordres a gauche du méme type, ce qui implique:

H" = Y H
i_1...T
1 T

IRl

ou H f ; désigne le nombre de classes pour la relation (9) des idéaux dont
'ordre a gauche est du type de O; et 'ordre a droite du type de O;.

+

LeMME 1.2. Le nombre de classes H ; est égal a :

H,H;, ! N
(14) Hij= =y L mi ;).
h2° =

Preuve. On introduit les nombres n’f,j (n) qui désignent le nombre
d’idéaux entiers a gauche de O; a droite de O; de norme réduite (r) Nrd (J)
et de la forme a 35~ " ot I est un idéal fixé & gauche de O; & droite de O;.
Onani;(n)=1ou0. Sixn};(n = 1,il existe a et b tels que les idéaux
D;a et O, b soient bilatéres et (n (ab)) = (n). Le symbole « 5 » signifie
I’égalité modulo le carré d’un idéal principal. Si (1) 5 (m) alors =’ (n)
= n} (m) et 7% ; (n) = 7%, (m).
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On démontre de facon tout a fait analogue que dans le lemme précédent
I’égalité
h, 2°

H:. =
(15) i,j t :
an,j(”z)

=1

Le nombre 7} ; (n,) n’est pas nul si et seulement s’il existe u, et v, tels que:

- b3 sk
(nl) £} (nuo nvo s 7.':/lx' (nuo) - 7tj (nuo) = 1.
Dans ce cas:

Y, mimyni() =nim)nm,) Y wi(@mn,)n;mmn,).

(nyny) 2= (ny) (nyny) ; (np)

On a
(n,n,n,n,) 7 (n1) 7 (1)
(n,n,) 5 (n,n,)

d’ou:

Y, wi(myni(n) = Y nimy)ns®).

(nyny) =2 (np) w=1

On en déduit que
>, mi(n) i (n,)

(nyny) ; (n])
%k
Ti,j (n) = 7
> ni(n,) 75 (n,)

w=1

En reportant la valeur de 7’} j (n;) dans la formule (15), on obtient

~

Y} )} (n,)
H-i-J = h2° E ' ’
Z Z TE? (nu) 7.['; (nv)

=1 = (n
l 2( 13

Le dénominateur est le développement du produit

t

5 afm). T i),

v=1
Nous faisons apparaitre les nombres H; et H;
h, 2° h, 2°
k H k

i t J t

>, mi(n) Y, m5(n)

u=1 v=1




i
|
i

.

1
1y * ;
£l
£
13

ek
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en écrivant H | ; sous la forme

L hy 2° hy, 2°

h, 28 Z TC? (nw)ni!; (nw) - ) t
ol Y oai(n) ) mn)

u=1 v=1

+ —
Hi,; =

et nous obtenons I’égalité (14).
Nous sommons sur i, j pour obtenir H :

1

HY = > HiHjn?(”w)njf(nw)
hk 2S i,j,w—1..T
1 t t T
H+ -'—"-—'*S Z Z Hjnﬂ;‘(nw) Z Hinj'{(nw)
hk2 w=1 j=1 i=1
1 t
HY = n,)?*.
ho 2 P

8. Calcul de p (n)

L’objet de ce paragraphe est le calcul des nombres p () qui nous permet
avec la proposition 1.2 d’obtenir une formule pour les nombres H, Tet H .

ProproSITION 1.3. Ona

h,( (—1)®,(D,,D, 0) —1
H = p()= MDD 3 M () h(O)
(16) | ?
p() = T Ep, p,(0) h(0) i) # (1

la somme ) porte sur les ordres O des extensions quadratiques de k totale-
o

ment imaginaires contenant un élément a ¢ k tel que

— (Nrd(a)) = DI* = (n)
— Trd(a)eDI

— an, "e0,sis, =uv,() pour tout p.

Une cons€équence importante de cette proposition est le corollaire
suivant:

CorOLLAIRE 1.1. Le nombre de classes du centre h, divise 2H.

Preuve. D’apres la proposition 1.2., on a:
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H = p(1)
1 t
T = B j;p(nj) hkzs[p( ) + Z p(n )]

si on suppose que (1) = (1).

Le nombre de classes du centre %, divise 4 (O) car O est un ordre d’une
extension quadratique totalement imaginaire de k, donc A, divise 2p (n;)
pour 2 <j < .

On a:

t
jz2
donc /4, divise 2H.

Remarque. Si n est pair, on peut choisir (D, D,) = (1, 1) alors
H; = hT et H {/h estun entier.

Démonstration de la proposition 1.3. On a p(n) = 0 si (n) ;é (n;)

1 <j < t. Nous supposons que (n) 7 (n;). Soit (D)), 1 <i < T,un systeme
de représentants des ordres d’Eichler de 4 d’invariant (D, D,). On note
D; (n) 'ensemble des éléments o € O; engendrant un idéal bilatére de O;
de norme (n). Pour que O, (1) ne soit pas vide il faut et il suffit que I'idéal
bilatére de O; de norme (n) soit principal et alors:

O,(n) = OF «

Comme le corps de quaternions A est totalement défini, le groupe R} des
unités de k est d’indice fini e; dans le groupe O7F des unités de O; et nous
avons alors:

| R*\ D;(n) |

¢;

1 =xn%() =

ou on note | R*\ D, (n) | le nombre de classes d’equlvalences définies sur

0, (m) par la relation y" = uy, ue R*. On fixe une cléture algébrique k
de k. A tout o € O; (n), « ¢ k correspond une extension quadratique de &,

contenue dans k, totalement imaginaire et isomorphe a k (). On considére
I’ordre O de cette extension isomorphe a k («) N ;. On pose

O(n) = {a¢k/acOn D;(n)}

c’est-a-dire, O (n) est égal a 'ensemble des éléments « de O vérifiant:
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— Nrd(a) = (n) = DI?
any — Trd@eDdI
— an,*e0, sis, =v,(I) pour toutp
— a¢k.

On remarque que si (n) # (1) alors O; (n) n k = @ dans ce cas:
2 Om) = DO;(n)n0O.
Si (n) 5 (1) alors O; (n) n k = R* et dans ce cas:
Om = 0,(n)n O — R*.
Soit g; (0) le hombre d’ordres isomorphes & O contenus dans O;. On a

., 1
ni () =~ [1+2g:(0) [R*\0m]]

i

1
% (n) == 2.9:(0)|R*\O(m)| si(n) # (1).
i O 2

A

La somme ) porte sur les ordres O = D; N k («) les éléments o € k étant
0]

astreints aux conditions (17).
Ces conditions impliquent que les idéaux premiers p | D sont ramifiés

dans k (o). L’idéal O o est égal 2 D I ou D est 'unique idéal de O de norme
D.On a:

O(n) = 0%« si (n) # (1)
0(1) = 0* — R*. ?

On note w (0) I'indice du groupe R; des unités de k dans le groupe O*
des unités de O et nous avons
" 1
n; (1) = 8—[1 +2.9:(0)(w(0) — 1)]
i (0]
b 1 \ W
nim) =—29:(0)w(0) si(n) # (1)
€ o 2
Nous en déduisons pour les nombres / (1) les formules

T

T T
p() = Y Hizntf() = Z . 9:(0)
(18) ile iil €; i=1 O i
P = ¥ Hif() = ¥ y H:6:(0) ‘ ©) 0
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Nous avons la relation [4]:

d Hi 1—n
(19) Z e— = M (—1) D (Dy,Dy) 277k

i=1 €
ou iy, {, (.), n désignent le nombre de classes, la fonction zéta et le degré
du corps k et

@, (Dy,D,) = [] (1—=Np) J] (1+Np).

piD1 pl D2

Nous intervertissons dans les formules (18) la sommation sur les types
d’ordres et la sommation sur les ordres quadratiques:

hk _1 ¢k D1> 2 ’
(20) . .
H,g,(0
hn) =Y w(0) Y ge.( ) si (n) # (1).

LeEMME 1.3. On a

- Hig;(0)  h(0)
:Z 2w(0)

Ce lemme et les relations (20) nous donnent la proposition 1.3.

ED1,D2 (0) .

€;

Démonstration du lemme 1.3. On fixe un ordre d’Eichler O d’invariant
(D4, D,) tel que O n k (0O) = O. Pour qu'un tel ordre O existe il faut et il
suffit que Ep, p, (O) soit non nul (§.4). Un idéal & gauche de O dont I'ordre
a droite O’ vérifie O’ n k (0O) = O s’écrit de facon unique sous la forme
DI ou D est un idéal bilatére de O dont la norme réduite est un produit
d’idéaux premiers non ramifiés dans k (O) et divisant D; D, et I un idéal
inversible de 0. On remarque que Ej; p, (O) §’il n’est pas nul est égal au
nombre des idéaux D car

@ = (=) L0 5

On note 4; le nombre de classes des idéaux I inversibles dans O engendrant
un idéal I dont l'ordre a droite est du type de O; et I ... I, un systéme
de représentants de ces idéaux; on note / (O) le nombre de classes des idéaux

inversibles de O. On a:
T

h0) = Y h.

i=1
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Si h; # 0, le nombre H; qui est égal au nombre de classes des idéaux
bilatéres de O,, donc des idéaux a gauche de O dont I'ordre a droite est du
type de O; est aussi égal au nombre de classes des /; Ep, p, (O) idéaux
DI; 1 <j < h; pour la relation:

DI =Dla aeA*.

Pour qu’un idéal O, a soit de la forme DI il faut etil suffitque O a™ ' = O,.
On pose

= {aed*|/a0a™ ' = O}}.
pour que:

O;a = O;x x ek (0)

il faut et il suffit que a € OF k (O)*. Le nombre d’idéaux a gauche de O;
de la forme DI; (ou D représente ici I'idéal bilatére de O; de norme réduite
D) qui sont principaux est égal & | OF k (0)*

On note O/ le sous-groupe de O} formé des ae 4* tels que a Oa™ ' = O.
Pour ae O] et xe O on a:

axa ! = xoux, x' = le conjugué de x sur k.
On choisit o € 4 tel que a x 2™ ' = x’ pour x € k (0O). On a:

OF ={aeAd*/aoua™" a commute avecles éléments de k (0) }
donc |

07 = k(0)* U ak(0)*.
On a:
| D7\ O} = ¢:(0)
|k (0)*\ D} = 24:(0)
|k(0)*\ D] _2¢,(0) w(0)
|0*\O7F | e;

1

| D7 k(0)*\ O} =

Nous obtenons donc pour H; lorsque 4; # 0

e.

1

H, = hE 0
o102 )2gi(0> w (0)

d,Ol‘.l:

S AT 2w 2w O

Nous obtenons donc le lemme 1.3,
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CHAPITRE 2. PARTIE FRACTIONNAIRE DE {; (—1)

1. Théoreme général

La relation 2H/h, € Z du corollaire 1.1 nous donne une formule pour
la partie fractionnaire de {, (—1) dans laquelle ne subsiste apparemment
aucun lien avec les quaternions. Cette formule est la base de ce chapitre et
nous la redonnons avec suffisamment de détails pour qu’il ne soit pas utile
de se référer au chapitre précédent.

D’aprés la proposition 1.3 démontrée dans le chapitre précédent, la
relation 2H/h, € Z. s’écrit:

((—1) @, (Dy, D) 227"k + Y
o

ou encore

w(0) — 1

v (0) Ep, p, (O)h (0)eZ

ProroSITION 2.1. On a pour tout corps de nombres k totalement réel

W (0
21)  (—1)®(Dy, D) 2" = Y Eyp p, (0)@% mod 1.

Dans cette relation,
n est le degré absolu de k et (, (.) sa fonction zéta,

D, est un produit d’idéaux premiers de k, sans facteurs carrés, dont le
nombre a méme parité que le degré n du corps k

D, est aussi un produit d’idéaux premiers de k, sans facteurs carrés et
(D, D,) = L

La somme X porte sur tous les ordres O des extensions quadratiques
0

de k totalement imaginaires tels que w(0O) = [O* : R*] soit supérieur
strictement a 1. Cette somme est donc finie. Si h (O) est le nombre de classes
des idéaux inversibles de O, on pose k' (O) = h (O)/h,.
Enfin,ona
@ (Dy,Dy) = [] (1—=Np) [] (1+Np)

plD1 p|D2

om0 = 1 (-2 1+

0]
ol {—~} = 1 si p divise le conducteur f (O) de O, sinon
D |
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] 0 si p est ramifié dans k (O)

{_O_} l 1 si p est décomposé dans k& (O)

) —1 si p est inerte dans k (O)

Soit p un nombre premier. Tout nombre rationnel x peut s’¢crire de

a . : ...
fagon unique sous la forme — + b ol n est un entier positif ou nul, @ un
p

entier premier a p, compris entre 1 et p” — 1 (si » = 0, on prend a = 0)
a : : :

et b un nombre rationnel p-entier, — s’appelle la p-partie fractionnaire
p

de x.

Pour p impair (resp. p = 2) on note &, une racine de I'unité d’ordre p
(resp. d’ordre 4).

On note w, 'indice des unités de k dans celles de k (£,) et s, le nombre
d’idéaux premiers p ] p inertes dans k (£,). Si hk(ép , est le nombre de classes
de k (£,) on pose h', = Iy (fp)/hk‘

THEOREME 1I.1. Soit p un nombre premier impair ; la valeur au point
—1 de la fonction zéta d’un corps de nombres totalement réel k est entiére
en p si [k (&) : k] > 2 ou s’il existe un idéal premier p [ p de k décomposé
dans k (£,). Sinon, la p-partie fractionnaire de 2°7" {, (—1) est celle de

B, 2
w, [[ (1=Np)
plp

S’il existe un idéal premier P | 2 de k décomposé dans k (¢,) alors
{, (—1)/2"73 est entier en 2, sinon sa partie fractionnaire est celle de

& 82+1
)

W, H (1“NP).
pl2

La partie fractionnaire de {, (—1) a été également calculée par Brown [1]
et Greenberg [5]. Le théoréme ne donne que la 2-partie fractionnaire de
(i (—1)/2"73; nous avons étudié des cas particuliers: corps quadratiques
réels, corps cyclotomiques et obtenus la 2-partie fractionnaire de

Cr (_ 1)/2;:—1_

Démonstration du théoreme I1.1.

Premier cas: p est un nombre premier impair. On choisit D, = (1),
D; un produit d’idéaux premiers p | p (en nombre convenable). Alors
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d, (D, 1) = H (1 —Np)

plD1

est premier a p, la p-partie fractionnaire de {, (—1) 227" est celle de:

h(0)

P, (Dy, 1) ¢Z 21,1(0) w (0)

PEO

1
car st £, ¢ O, alors ——— est entier en p.
» ¢ v (0) p
La condition sur le degré [k (£,) : k] = 2 pour qu’il existe une p-partie
fractionnaire est claire puisque la somme porte sur des ordres O d’extensions
quadratiques de k. S’il existe p | D; décomposé dans k (), alors

R
pl Dy p

et {, (—1)2%7" est entier en p. Si p, lp est décomposé€ dans k (¢,), il est
toujours possible de choisir D, divisible par p,, en tenant compte de la
parité de n, sauf si n est pair et si p, est I'unique idéal premier de k£ au-dessus
de p. Dans ce cas, en choisissant D; = (1) nous allons montrer que la
contribution de la somme qui détermine la p-partie fractionnaire de {, (—1)

S Epy 0

n w (0)
est entiére. Les ordres O contenant £, sont les ordres de conducteur
1, P,y ...y Py OU P, est le conducteur de Pordre R[1,£,] dans lordre
maximal de k (&,). Si p"? est la plus grande puissance de p divisant w,,
on a m > p"®~ 1 D’autre part si O est un ordre de conducteur p,, on a

W) K, ( 1 )
=—Np,|1——
w(O) w Np,

Pour tous les ordres O,

E;1(0) =1
d’ou
vo v (- )
E,,(0)— 2 =-2l14[1——)(Np,+..Np"
gg,“ w(0) W, Ny,
.
____BNpZ'
w

11 est clair puisque m > p"»~1 que cette somme est entiére en p.
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Dans les autres cas, nous cherchons la p-partie fractionnaire de {, (—1).
Si le nombre d’idéaux premiers de k divisant p a méme parité que le degré

n, on choisit D; = JTp. Ce choix a l'avantage de réduire la somme
plp
2 a l'unique terme correspondant a I’ordre maximal de k (£,), tout ordre
&fpeO
non maximal O contenant £, ayant un conducteur non premier & Dy, on a

0 : :
Ep 1 (0) = ] <1 — {—}) = {) si O n’est pas maximal,

piD1 P
Ep 1(0) = 2°F si O est maximal,

ou s, est le nombre d’idéaux premiers au-dessus de p qui sont inertes dans
k (£,). La p-partie fractionnaire de {, (—1) 227" est donc celle de
1 2P R,
[l A=Np) w,

plp

Si la parité de n ne nous permet pas de choisir D, = [T nous isolons
plp

P, [ p et nous prenons D; = []p. Ce choix a I'avantage de réduire la
plp
P#Po

somme X aux ordres contenant £, dont le conducteur est une puissance

fpeo
de p,. Si p, est la plus grande puissance de p, divisant le conducteur de
Pordre R[1, &), la somme X est effectuée sur les ordres de conducteur

ngO
m
1, p,..p,.
On a
sl
ED1,1 (0) =27
ous’, = s, — ¢ avec:

. = 1 si p, est inerte dans & (&)
0 st p, est ramifié dans k ()

On a
W (0) W 2%p e
(0) — g [1+<1+——— Np, + ...Np"
épZeo D1,1 w©)  w, Ny, (Np, + Po)
( ' s’
W 2%
(1-=Npl'*H)ysie =0
— Wp(]-_Npo) )
227 (+2—Npy —Npi*Hsie =1
Wp(l —Npo) ° .
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est celle de

Dans les 2 cas la p-partie fractionnaire de ) E D1 (O)

§p€50
hp 27 do . > E (O)h(O) tie fracti
nc ———— a comme p-partie fraction-
,,<1 =Np,) (D, 1) 2 M w(0)
naire celle de ’
h, 2°P
plp

Deuxiéme cas: p = 2. Contrairement au cas ou p est impair, la somme

K (0)
S = D>
2, Fonn O 0

n’est pas 2-entiére, mais
w(0) = [0*:R{] = [0*: W (O) RI][W (0) R} : R}]

#(0) = 0(0) 2

ol o (0), Q(0 ) désignent I'ordre du groupe des racines de I'unité contenues
dans O et ou Q (O) est I'indice des unités de O (I.5). On a Q (0) =
ou 2 et w(0) £ 0 (mod 4) si £, ¢0, donc 2/w (O) est 2-entier. Nous
obtenons que la 2-partie fractionnaire de {, (—1)2>7" est celle de

5 Epyy ()9
- Dot g il
®(Dy, 1) g0 w(0)
Les calculs se poursuivent alors de facon analogue au cas p impair.
Si toute unité totalement positive de k est un carré, la somme S est
2-entiére, et on obtient en fait la 2-partie fractionnaire de & (—1) 227"

2. Corps cyclotomique

Nous supposons que k est le sous-corps réel maximal d’un corps cyclo-
tomique. La structure arithmétique de ces corps étant mieux connue, nous
pouvons ameéliorer le théoréme général.

Si k est le sous-corps réel maximal du 2™-iéme corps cyclotomique,
m > 2, toute unité totalement positive étant un carré (théoréme de Weber)
et le nombre de classes relatif 4, étant impair, la 2-partie fractionnaire de
((—1)227" est celle de —h, 21~ ™ et I’exposant de 2 dans (, (—1) est




9] —

n—m-—1=2"2—m—1. On peut retrouver ce résultat a l'aide des
nombres de Bernoulli [6]. On montre que pour m > 5, {, (—1) est entier
en 3, donc le nombre de classes relatif de Q (&,m, £3) est divisible par 3.

Si k est le sous-corps réel maximal du p™-éme corps cyclotomique
(p premier impair), 'indice des unités de £ = Q (afpm + f;,,l,) dans Q (fp,,,)
est égal & p™ (théoréme de Hasse: Q = 1) donc la p-partie fractionnaire de
£ (—1) 227" est celle de

h, B
p"(1-p)
Si p est un nombre premier regulier, on sait que /', est premier a p (théoréme
d’Iwasawa), donc I’exposant de p dans {, (—1) est —m.

Si k est le sous-corps réel maximal de N-éme corps cyclotomique ou N
est un nombre composé, I'indice des unités de k = Q (éy+Ex') dans
Q (&y) est égal & N ou 2N selon que N est pair ou impair (théoréme de
Hasse, QO = 2). On obtient des résultats explicites analogues.

3. Corps quadratique

Nous donnerons dans le chapitre 3 le calcul de I’expression:

Zw(O)—l

. —é—w(—é)—EDl,Dz (0) h(0)

de la proposition 1.3 pour les corps quadratiques réels et nous obtiendrons
une formule du nombre de classes d’idéaux

b G(=1D) @Dy, D)) | o w(0) — 1
oo = z RETION

0
dont nous déduirons la partie fractionnaire de {, (—1)/2 en écrivant que
Hy {/h; est un entier. Nous obtiendrons les résultats suivants:

EDl, Do (0) h (O)

ProrosITION 2.2. Soit k = Q ( \/ n_a) un corps quadratique réel et {,, (— 1)
la valeur au point —1 de sa fonction zéta. On note h (d) le nombre de classes

d’idéaux du corps Q ( \/ aT) On a

(=1 h(— - '
4 (2 )+a(m) (8m)+B(M)h( 63Wt) +y(m)h(n)4h(n)ez

avece




[ -3 m = —2(4) ]
2 m= 3@ }tsiQ, =2
0 m = —1(8) | |
M= = 1)
3 m = 24  sio, =1
2 m = 3(8)
| 4 m = —1(8) |
[ —1 m' = —-13) m = —1,2(4)
0 m=—-13)m = 14
(22) 1 m: = 13)m = 1(8)
2 m= 13 m = 5(8)
Bem)y {1 3 m=-13m = 1,2(8) "
1 m = 003
3 m = 3m m = —-1(03) si Q3 = 1
5 m = 3m 9 m = —1,2(4
[ 0 n =1(08) oun=n =58
1 n=n#£14
y(m) = 5 n = .
n = 5(8) maisn £ 1,5(8)
| 3 n=-1(14) n = 2(4)

ot Q, et Qj; désignent [’indice des unités de Q (\/jm—, \/?1 ) et
Q (\/—Bm, \/—3 ), ott y (m) est défini lorsque ¢ > Q et alorsn = 2 — Tre
(modulo les carrés) et nn’" = m ou 4m.

Cas particulier: m = p est un nombre premier. La formule précédente,
dans ce cas particulier, est

{,(—1) N h(—3p) +h(—p)e

p = 1(4) 5 e 2 Z

B {,(=1) h(=3p) h(—=p) h(—2p)
r = 3(8 7 + z + 3 + 1 eZ
=1 =D R R(=29)

F; 6 4
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Les congruences suivantes sont bien connues:

h(=2p) h(-p)
4 2

h(—2p)

— "€
4

e”Z

3(8) h(—2p) = 2(4) donc

et
If

p=—1(8) h(-2p) =0(4 donc Z

et nous obtenons:

COROLLAIRE 2.1. Soit p un nombre premier. Les quantités suivantes
sont des entiers :

{p(=1) N h(—3p) . h(—-p)

p = 1(4) 5 ¢ 2
_ (=1  h(=3p 3
(23) p= 3(3 . + +4h( p)
B {,(=1)  h(—3p)
p=—1( 3 +

Ces nombres représentent la caractéristique d’Euler-Poincaré du groupe
modulaire de £k = Q (\/17) calculée par Hirzebruch [8].

CHAPITRE 3. NOMBRE DE CLASSES D’UN ORDRE D’EICHLER
SUR UN CORPS QUADRATIQUE

On explicite la formule (16) du nombre de classes d’idéaux d’un ordre
d’Eichler sur un corps quadratique.

Soit m un entier positif et £k = Q (\/;1—); on note respectivement R,,,
h(m), (,(—1), N, (.), 'anneau des entiers, le nombre de classes, la valeur

au point —1 de la fonction zéta, la norme absolue du corps QQ (\/ ;71_); soit
D, un produit d’un nombre pair d’idéaux premiers distincts de Q (\/ m)
et soit D, un autre produit d’idéaux premiers distincts de Q (\/ m), premier

a D,. Le nombre de classes des ordres d’Eichler sur Q (ﬂ) d’invariant
(D4, D,) est égal a

h(m) (pm(—1>Cm(D1’D2) 4

HZHm(DlaDZ): 5
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(24) - z w(0) — 1

Z m— Ep,,p,(0)h(0)

ou on a posé

p|D2

plD1

la sommation porte sur les ordres O des extensions quadratiques totalement

imaginaires de Q (\/ m) telles que I'indice w (0) = [0* : R}] soit supérieur

a 1. Si m=#2,3,5 'ordre O est contenu dans k, = Q(\/m, \/—1),
r— T TN e e el

ks = Q(ym,/—3)ou k, = Q(\/m, \/—‘8) si I'unit¢ fondamentale ¢

est totalement positive, c’est-a-dire de norme +1; les corps k5 et k, sont

confondus si l'indice des unités Q5 de k5 est égal a 2. Nous posons

/’——— . ""1 + \/ - 3 92 2 tA
= et nous notons @, l'indice des unités

de k.

Nous rappelons d’abord quelques résultats sur I'indice des unités et
sur le nombre de classes des corps biquadratiques imaginaires qui sont
démontrés par H. Hasse [7].

1. Corps biquadratiques

ProrosITION 3.1. Si ['unité fondamentale ¢ de Q (\/ Z) est totalement
positive, le corps Q (\/'/ m, \/ —¢&) est un corps biquadratique imaginaire
Q(\/ m, \/ —n) ott n="Tre — 2 modulo les carrés. Le nombre de classes
h, de Q (\/m, V/~n) est
(25) he = h(m)h(—=n)h(—n)

N ’

ot nn' = m ou 4m.

ProPOSITION 3.2. Les corps biquadratiques imaginaires suivants ont un
indice d’unités égal a 2 :
Q=912 QL= Q(/~1,/=29).Q(/ -2/ ~9).
Q (/-2 /29

ot les nombres q, q4, ¢, sont premiers et congrus a 3 modulo 4.
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PROPOSITION 3.3. Le nombre de classes de Q (\/ ;7;, \/ Tlﬁ) est
(26) hy = _Qz_z h(m)h(—m) .

Pour que Q, soit égal a 2, il faut et il suffit qu’il existe une unité » vérifiant

n> = \/ — 1 &. Alors le conducteur de 'ordre R, (1, ) est
fp=1 sim= 2(4)
fop=pysim= —1(4)

On note p, un idéal premier de (Q\/ n?) au-dessus de gq.
Si m == 1 (4) I'indice des unités Q, est égal a 1. Le discriminant relatif

d, de Q (\/n_7, \/.—_1_) sur Q (\/%) est

1 sim= —1(4)
dy == 2 sim=2(4
4 sim= 1)

Le conducteur de I'ordre R, (1,\/ ?1_5 est
1 sim= 1(4)
(27) fo=3 pysim=2(4
2 sim= —1(4)

ProrosiTioN 3.4. Le nombre de classes de Q (\/ ;1, \/ T3) est
Qs |
(28) hy = > h(m)h(—3m).

Pour que Qj soit €gal a 2, il faut et il suffit que / — ¢ appartienne a
Q(\/ m, \/ —3), Il est nécessaire que m=0 (3); le conducteur de I’ordre

R, (1, \/te) est i
(29) f, =2

Le discriminant relatif d; de Q ( \/ 1?, / t3—) sur Q ( \/ ;13 est }%
[ 3 sim = 0(3) 1
5 - I

| 1 sim=0(3)

Le conducteur de I'ordre R, (1, p) est




_ 96 —

, ‘ 1 si m == 0(3)
(30) f 3 =
Py si m = 0(3)
Nous supposons que m # 2,3, 5. Nous calculons la somme ) de la
relation (16) en la décomposant en 2 ou 3 parties suivant le cas:

(31) ;=Z+Z+Z

Ocky Ock3 Ocke

le troisiéme terme de la somme pouvant disparaitre éventuellement. Nous
notons respectivement S,, S5, S, ces trois sommes.

2. Calcul de S,

Par définition, on a

Eoups(0) = 11 (1 _{g}) ﬂ»(l * {§}>

Ce nombre dépend de m, D,, D,, du corps Q (\// ;n_, O) et desidéaux premiers
divisant le conducteur f = f(0O) de l'ordre O dans ce corps. Nous le
noterons

E(IIJ)I,DQ (f)
I’indice i étant égal a 2, 3 ou &.
a) L’indice des unités Q, est égal a 1.

Nous avons

e w(0) — 1 _1
SZ - 0§k2mh(O)ED1,D2 (O) - 4 i;) h(O)EDl,Dz(O)

Nous avons caclulé dans le paragraphe précédent le conducteur de I’ordre
R, (1,i) et nous avons donné dans le premier chapitre la formule du
nombre de classes 4 (0) qui s’écrit avec nos hypothéses

h(m)h(—m)

h(0) = Nf@O I \1- -~
2 pl£(0) Np
Sim=1 (4), 'ordre R, (1,1) est maximal donc on a:
h(m)h(—m)
(32) SZ = EE)Zl),Dz(l)

8
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Si m==2 (4), l'ordre R, (1,i) a pour conducteur I'idéal premier p, qui
est ramifié dans k,; il a pour nombre de classes & (m) h (—m) et on a:

h(m)h(—m)
(33) S, = 2 [Egl),uz (1) + 2E5)21),D2 (2)]
Si m = — 1 (8), I'idéal premier p, est décomposé dans k,, 'ordre R, (1, i)

a pour conducteur 2 et pour nombre de classes A (m) h (—m), Pordre de
h (m) h (—m).
On a

conducteur p, a pour nombre de classes

 h(m)h(—m)

(34) S, 3

[EZ 5, (1) + 3EL .. (2)]

Si m = 3 (8), I'idéal premier p, est inerte dans k, ; les ordres de conducteur
3

2 et p, ont pour nombre de classes 3 4 (m) h(—m) et 5 h(m)h(—m)

respectivement. On a

_ h(m)h(—m)
- —

b) L’indice des unités Q, est égal a 2.

Comme i € R,, (1, #) nous avons:

B w(0) — 1 1 h(0)
S, = OcZkz _2w—(55— h(O) ED1,1)2 (0) = 5 ;) m D1,D2 (O)
n¢0
3 (0)
5 ,1520 (O) D1,D9 (0)

On a
<k2
h(0) h(m) h(—m) p>
- N f (O | | _—
w (0) 4 & )plf(o) Ny

Nous obtenons facilement les formules suivantes:
Sim==2(4)

_ h(m)h(=m
B 8

(36) s, V3E@ (1) + 2Ep, 0, )]




Sim= —1(8)

(37) S, = h (m) };(“"’) [3EP, (1) + SEZ,. (2]
Si m = 3 (8)
(38) SZ = ! (m) hg< - m) [3 Eg)zl),Dz (1) + 15 Eg)zx),Dz (2)]

3. Calcul de S,

a) L’indice des unités Q5 est égal a 1.

Si O est un ordre contenu dans k5, il vérifie:

&
RN

N——

h(O) _ h(m)h(—3m)

=2 N f (0) -
w(0) 6 M}:[O) Np
Nous avons
h(0)
S;= ——E 0
3 0;}(3 W(O) D1,D2( )
Sim = 0 (3), 'ordre R, (1, p) est maximal donc on a:
h(m)h(—3m)
(39) Ss = 6 Eg)z:.l) Dy (1)

Sim= 6(9), 'ordre R,, (1, p) a pour conducteur I'idéal p ; qui est décomposé
dans k5. On a

_ h(m)h(—3m)
B 6

(40) S3 [Eg)sl),Dg (1) + 2 Eg)i),Dg (3)]

Si m= 3 (9), 'ordre R, (1, p) a pour conducteur I'idéal p, qui est inerte
dans k5. On a

_ h(m)h(—3m)

(41) 4 -

[E(D31),D2 (1) + 4 E(D31), Dy (3)]

b) L’indice des unités Q5 est égal a 2.

C’est le cas ol k; =k,. Les ordres R, (1, p) et R, (1, \/fg ont pour
conducteur p; et 2.
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La somme sur les ordres O < k5 s’écrit

5 h(0) h(0)
Sy= — ——= Ep. p, (0) + ——Ep, p,(0)
T P T R
J — €0 V—e¢0
1 h (0)
- -——E , (O
3 ) N/:—;aeo W(O) Dl,Dg( )
n¢0

On peut écrire cette formule sous la forme suivante:

B h(m)h(—3m)
12

(42) S, [SES 5, (1) + 2bES) 5, (3) + cES) 5, (2)]

ou

)
b= Np, | 1— 22

p
et c= YNSI \ 1= 22
Nyp, Z

On calcule facilement b et ¢. On a

4 sim= 309

(43) b= { 2 sim = 6(9)
[ 9 sim##1(4)

c={1551m51(8)

| 3 sim=5(8

4. Calcul de S,

Si k, # k5 il nous reste a calculer un terme pour avoir la valeur H du
nombre de classes. On a

B w(0) — 1 _h(m)h(-—n)h(—n')
S, = \/__Zseom)—h(o) Ep,p,(0) = 4 — ¢(m)

ol ¢ (m) est un entier que I’on déterminera dans chaque cas. Il est défini
par la formule suivante:
p

44 c(m) = EG) p, () + Y E5) n, ()N f ]I -

ff;él{a olf Np
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5. Cas particuliers : m = 2,3, 5.

Il nous reste a examiner ces trois cas. Si m = 2, la norme de I'unité
fondamentale étant —1, les indices d’unités sont égaux a 1; il n’existe pas
de somme S ,, la somme S; est donnée par la formule (39), la somme S,

est exceptionelle car k, = Q(\/ 2, \/ ——1) contient une unité d’ordre 8.
On a:

3 1
(45) S, = g Eg)zl)’ py (1) + 5)21) py (2)

Si m = 3, T'unité fondamentale ¢ est totalement positive et égale a

1+./3)? = = —
= (_i_z\i)_ . Le corps k, est Q(\/3, J —2); lordre R; (1, \/“8) est

maximal, donc on a:

h(3)h(=2h(=6)

S:l) Doy (1)

l\)lf—‘

Les sommes S, et S; sont exceptionelles car k, = k; = Q(\/ 5, \/ 1"1~)

= Q(\/ 5, </ —3). Les ordres O contenus dans k, tels que w (O) # 0 sont
donnés dans le tableau suivant:

fo i 1 P2 2 P3
w() | 12 4 2 3
h (O) 1 1 1 1

Nous en déduisons facilement la valeur de S,:
11 5 1
(47) S = 5—‘1 E(DZI) Dy (1) + g E(Dzl), Dy (2) + = 3 (Dzl) Dy (3)

Si m = 5, la norme de I'unité fondamentale est —1 et les sommes S,, S,
sont données par les formules (32), (39). Mais Q (\/ 5) est le sous-corps réel
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maximal du 5-éme corps cyclotomique ks et la formule (31) doit Etre
remplacée par:

(48) Z > o+ 2+ X

Ocky Ocks Ockg

I1 est facile de calculer la somme S 5 ainsi introduite:

: E)
(49) SS 5 D1 D)(l)

6. Théoremes

Tous les calculs de ce chapitre ont été effectués pour obtenir les résultats
suivants:

THEOREME 3.1. Le nombre de classes d’un ordre d’Eichler d’invariant

(D4, D,) sur un corps quadratique Q (\/ m), ol m est un entier positif sans
Jfacteur carré et différent de 2, 3. 5, est égal a

{n(=1) @, (Dy, Dy) +h(—m)

H,(D{,D,) = h(m) |: 5 a (m)
(50) h(— 3m)b h(—n)h(—n)
t—bm) + ) C(m)],

ou les nombres entiers a (m), b (m), ¢ (m) sont déterminés par les relations

h(m)h(—m)

) = 2 a (m)
S, = h(m)h(—3m)b(m)
12
s = h(m)h(——4n)h(—n)c(m)

THEOREME 3.2. Le nombre de classes des ordres d’Eichler d’invariant
(D4, D,) sur les corps Q (\/2), Q (\/3), Q (\/5) est respectivement égal a

@, (D,, 3 Q@) (2) (3)
(51) Hy(Dy, Dy) = 22 PtD2)  3Epin, (1) + 2E55,(2) | Ef)p, (1)

24 ' 8 3
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®3(Dy,D,) N 11E5)21),ng(1) + 13 Eg)zl).Dz (2) + 8E$)21),D2 (3)

H; (D, D,) = > 2
+ ];35)8 1)’, D2 gl_)
2
&, (D,,D E@® () EG (1 Y EG) (1
HS(D1:D2) _ 5(35 2) 4 Dl,:z( ) + D1,§2( ) + DI‘%DZ( ?
APPENDICE:

CALCUL DES NOMBRES DE CLASSES DES ORDRES D’EICHLER
SUR LE CORPS DES NOMBRES RATIONNELS

Nous avons calculé sur ordinateur les nombres Hy, p,, Tp, p, H;;l,D2
pour les ordres d’Eichler d’invariant (D, D,) sur le corps des nombres
rationnels. Nous avons utilisé les résultats théoriques du chapitre 1.

D, désigne un produit d’un nombre impair de nombres premiers sans
facteur carré,

D, désigne un produit de nombres premier sans facteur carré tel que
(D, D,) = 1.

s est le nombre de diviseurs premiers de D, D,.

h(—m) est le nombre de classes du corps quadratique imaginaire

Q (\/—m), d (—m) est son discriminant:

—m sim= —1(4)
—4dm si m %= —1(4).

Erig = 1 <1 — <a’(——m)>> I1 <1 +- <d_(-—m)>> est le symbole
p|D1 p p|Dg p

Ep, p, (O) correspondant a I'ordre maximal O de Q (\/ ——71).

Fp, =271 (1 _(d(—m)>> 11 (1 +(d(—m)>> est le symbole
, plD1 p p| D2 p

p¥F2
correspondant a I'ordre de conducteur 2 de Q (\/ —m) si D, est pair et
m = 3 (8).
On pose

d(—m) = %

l[ 1 si m %= —1(4)
A(m) =4 2 sim= T(8) ousim =3
Il 4 sim= 3(8) e m#3,
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A(m) si m % 3(8) ousim =3
fm =0 3 Gm= 38 e m#3.

On calcule facilement les nombres p (m) pour m ] D, D, Ona

1 X 7
p(1) =E[ M -0 [] @+ + 3ES) b, +4Eg;1>,,)2],

plD1 p|D2
[ EG)p, h(—m) si D est pair
2p(m) = 4 ESVp, h(—m)A(m)  si Dy D, est impair
S}’;)D, h(—m)k(m) si D, est pair.

+ sy
Nous obtenons les nombres Hp, p,, Tp;.py» H "y, €1 utilisant les
formules (12) qui s’écrivent:

}[Dl,Dz =p (l)

2Tp.p, = », p(m
m| DDy

2 H ppy = Y (p(m)
m|D1D3y

Les tables de Pizer [9] donnent H) p, et Tp, p, pour Dy D, < 210.
Elles contiennent quelques erreurs

D, D,

23 H =28 au lieu de 10
7 26 T =25 au lieu de 6
17 10 T =5 au lieu de 6
19 10 T =6 au lieu de 7
3 70 T =3 au lieu de 4

Si k =Q(/10), D, =1, D, = 7 on trouve H; ; = 64 au lieu de 61 et
T, , = 18 au lieu de 30. Si on calcule H {, on a H {; = 1040.

Nous possédons les nombres de classes des idéaux a gauche Hp, p,,
le nombre de type d’ordres T, p, et le nombre de classes des idéaux quasi-
normaux H;LD2 pour les invariants (D4, D,), D, < 47 et D, < 101,
47 < Dy <101 et D, <31.

Mes remerciements chaleureux vont a H. COHEN qui a programmé ces
opérations sur ’ordinateur du centre de calcul de Bordeaux.

Nous avons extrait des tables obtenues les ordres d’Eichler pour lesquels
les nombres Hp, p,, T, .y H by.p, sONt égaux a 1.
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1. Ordres tels que H ,, p, = 1

Il'y en a 10 (& isomorphisme prés)

Dy | D, D, | D,
2 51 1
3 2
5 1
11 13 | 1
3101
2

2. Ordres tels que Hy, p, = 1

Ce sont les mémes

3. Ordres tels que Ty, = 1

1.D2

Il faut rajouter les 10 invariants suivants:

D, | D, D, | D,
2 | 7 7] 3

15 30 |1

23 2 1 |
305 70 |1

11 78 | 1

Pour tous ces ordres, nous avons Hy, , = H ;I,Dz = 1. t
Pour les autres ordres, les relations suivantes sont toujours vérifiées: |

+
1 < TDLD2 < HDl,Dz < HDl,Dz < TDl,Dz HDl,Dz :
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