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UBER DIE POTENZGESETZE

von Walter STREB

Im folgenden verstehen wir unter einem Ring R eine Struktur mit
2 Verkniipfungen, einer Addition und einer Multiplikation, die folgende
Eigenschaften besitzt: R ist beziiglich der Addition eine kommutative
Gruppe und beziiglich der Multiplikation ein nicht notwendig assoziatives
oder kommutatives Verkniipfungsgebilde. Die Multiplikation ist beidseitig
distributiv iiber der Addition.

In jedem assoziativen und kommutativen Ring R gilt bekanntlich fiir
jedes n € N das Potenzgesetz

P,: 7" = (rs)'firaller,seR.

Hierbei sei N die Menge der natiirlichen Zahlen uhd werde wie lblich
rekursiv t': = 7, t'*1: = (¢') ¢ fiir re R und i e N definiert.
Wir zeigen:

Satz. Besitzt ein Ring R ein Einselement 1 und die Charakteristik 0, d.h.
(1) firneNundre Rfolgtausnr = 0O stets r = 0,

und gilt in R fir ein n € N mit n > 2 das Potenzgesetz P,, so ist R kom-
“mutativ und assoziativ.

Beweis. Mit P, gilt auch
(2 (r+1)"(s+1)" = (r+1)(s+ 1) fir aller,seR.
Distributive Berechnung von (2) erbringt

1L+ Y S;(r,) =14+ Y T,;(@rs), also

P+j=1 it j=~1
0=1i,j<n 0=i,j<n
(3) >, (8i;(r,s) — T,;(r,s)) = Ofiiraller,seR.
i+j>1
0=i,j=n

Hierbei sind S; ; (r,s) und T ; (r,s) wohlbestimmte Summen von Produkten,
in denen r genau i-mal und s genau j-mal erscheint, wobei wegen der nicht
vorausgesetzten Assoziativitit die Klammersetzung konsequent zu be-
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riicksichtigen ist. Fiir alle k, /€ N erhilt man aus (3) durch die formalen
Substitutionen r — k r und s — /s und anschlieBende distributive Berech-
nung |

(4) D kilf(si,j (rys) =T, (r,s)) =
Olétl!,_?éln
= 2 (Sij(kr,l)=T;;(kr,15)) = 0,
i+j>1
0=i,j=n

also bei geeigneter Linearkombination der Gleichungen (4) und Beachtung
von (1)

(5) S;;(r,s)—T,;(r,s) = 0firalleiundj, 0 <<i,j <n, undr,seR.
Speziell gilt

(6) 0=S8;,(r,s) =Ty, (r,s) = myrs — (myrs+mssr) fiir alle », se R
mit gewissen m; e N, 1 <{i 3.

Fiir r = s = 1 folgt aus (6) m; — my = m, also my (rs-sr) = 0, schlieBlich
mit (1)

(7) rs = srfiraller,seR.

Mit (7) ergibt sich

(8) (rr)s = s(rr), r(rs) = r(sr) = (rs)r = (sr)rfiraller,seR.
Speziell gilt weiterhin bei Beachtung von (8)

(9) 0 =S,.(r,s) — T, (r,s) = ny(rr)s — (ny (rr) s +nyr (rs)) fir alle
r, s € R mit gewissen n; e N, 1 <i < 3.

Fir r = s =1 folgt aus (9) n, — ny, = ng, also ng((rr) s—r(rs)) = 0,
schlieBlich mit (1)

(10) (rr)s —r(rs) = Ofiiraller,seR.

Durch die formalen Substitutionen » — u + v und s — w erhilt man aus
(10) die Gleichung

0 = ((u+v)(u+v))w — (u+v)((u+v) w) = (uu) w —
—u(uw) +@)w —vw) + W) w + () w —u(vw) —v(uw) =
2(uv) w — u(vw) - v (uw), also

(11) 2(wv)w —v(uw) —u(ww) = 0 fir alleu,v, weR.
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Setzt man u: = w und w: = u, so gilt mit (11) auch 0 = 2(wv)u —
y (wi) — w(vu) = 2u(vw) — v (uw) — (uv) w, folglich
(12) (uv) w + v(uw) — 2u(vw) = 0 fiir alleu,v, we R.

Addition der Gleichungén (11) und (12) erbringt 3 ((uwv) w—u (vw)) = 0,
also mit (1) (uv) w = u (vw) fiir alle u, v, w € R.

Bemerkung. In jedem assoziativen Ring R gelten bekanntlich fiir alle
} m, neN die Potenzgesetze

‘ (a) Pt o= T (P™) = ™ fur allere R

§ Eine dem Satz entsprechende Umkehrung dieser Aussage gilt jedoch nicht
L wie folgendes ' '

Beispiel zeigt. Mit den Basiselementen 1, @, b bilden wir einen Vektor-
raum tiber dem Ring Z der ganzen Zahlen. Durch die Multiplikationsregeln
1-1=1,1a=a-1=a, 1-b=5b-1=05b, a2 = 562=0 und ab =
ba = 1 erhdlt man eine kommutative, nichtassoziative Algebra iiber Z,
in der alle Potenzgesetze (a) gelten.

( Regu le 25 avril 1974 )

Walter Streb
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