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EXTENSIONS CUBIQUES CYCLIQUES DE Q
DONT L’ANNEAU DES ENTIERS EST MONOQGENE

par Gabriel ARCHINARD

INTRODUCTION

Soit K/k une extension finie de corps de nombres et Ok et Oy leurs
anneaux d’entiers. L’existence d’un élément 0 € Oy tel que O = Z [0] — on
dit alors que Oy est monogéne — facilite grandement ’étude de I’arithme-
tique de Ok.

Dans une étude récente, J.-J. Payan obtient des conditions nécessaires
pour que Oy soit monogéne lorsque k est le corps Q ou un corps quadratique
imaginaire et lorsque K/k est cyclique de degré premier impair [6].

Dans le cas ou k = Q, soit n le degré de K/Q, Ay le discriminant de
K/Q, 4 (0) le discriminant de I’élément 0 € O et I (6) son indice (4 () =
(1(0))* 4 ). Alors, la conditions I(0) = % 1 est nécessaire et suffisante
pour que Oy = Z [0]. 1(0) pouvant s’exprimer comme forme primitive de

degré 5 n(n—1) en n — 1 variables & valeurs entiéres, [4], la recherche des

générateurs de O est équivalente a la résolution de I’équation diophan-
tienne 7 (#) = 4+ 1. Un cas simple ou Of n’est pas monogeéne est celui ou
les nombres 7(6), 0 € Ok, ont un diviseur commun autre que =+ 1. Le
critere de Hensel [3], permet de déterminer ces cas en considérant la décom-
position des nombres premiers inférieurs a n dans O, et Nagell, [5], donne
des conditions d’existence de diviseurs communs des indices autres que =+ 1,
pour les extensions cubiques et pour certaines extensions de degré > 4.

Dans ce travail, j’étudie l'existence d’un générateur de I’anneau des
entiers dans le cas des extensions K/Q cubiques cycliques, et j’utilise pour
ceci la construction due a A. Chatelet ([1], chap. I & IV) dont I’essentiel est
rappelé au chapitre 1. Cette construction établit une application de ’en-
semble des couples (0, o), formés d’un nombre cubique cyclique 0 et d’un

1 _
générateur de Gal (Q (0)/Q), dans Q(j) X Z, ou j = 3 (—1+iy/3). Si

(B,S) € Q(j) X Z est 'image de (0, o) par cette application, S est la trace
de 0 et on dit que 0 est construit avec (B, S) et que B engendre Q (0) (O (0)
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ne dépendant pas de S'). De plus, toute extension cubique cyclique K/Q est
engendrée par un entier de Q (j) dont la norme est produit de nombres
premiers distincts et congrus a 1 (mod 3). Un tel entier est dit canonique et
permet la construction de bases d’entiers de K dites aussi canoniques.
Dans le chapitre 2, en utilisant une base canonique de K, j’obtiens pour
1 (0) les formes (2.1) et (2.2),-ce qui améne notamment a la propriété suivante:

Propriété 2.3 Soit K le corps engendré par entier canonique a; j + a, j 2
(aeZ). Alors, 2 est diviseur commun des indices de K si et seulement si
a, — a, est pair.

Dans le chapitre 3, j’obtiens le résultat principal de ce travail: des condi-
tions nécessaires et suffisantes sur (5, S) pour que le nombre 6 construit
avec (f, S) soit générateur de ’anneau des entiers de Q (0). Ces conditions,
trop longues a énoncer dans cette introduction, sont données par le
théoréme 3.2. On en déduit aisément les théorémes suivants:

Théoréme 3.3 Soit K/Q une extension cubique cyclique de discriminant
m?. Alors, si Og est monogéne, I’équation diophantienne suivante est
soluble:

X*4+3X4+9 =mY>.

Théoréeme 3.4 Soit m # 1, un produit de nombres premiers et congrus
a 1 (mod 3). Alors,

a) siI’équation diophantienne
X*+3X +9 =mY?

est soluble, avec X == 0 (mod 3) ou X = 12 (mod 27), il existe une
extension cubique cyclique de Q, modérément ramifiée, de discriminant
m? et dont ’anneau des entiers est monogeéne.

b) siI’équation diophantienne
X +X +1=mY’

est soluble, il existe une extension cubique cyclique de Q, sauvagement
ramifiée, de discriminant 81 m? et dont 'anneau des entiers est mono-
gene.

Ces équations présentent I’avantage de se réduire a des équations du
deuxiéme degré en une variable lorsqu’on fixe la valeur de Y. J’ai utilisé
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cette méthode en donnant & Y les valeurs de 1 & 100000 et & m une centaine
de valeurs pour chacune des équations a) et b).
Les résultats sont exposés aux chapitres 4 (4.1 et 4.2).

Dans un travail récent [2], M.-N. Gras obtient, par d’autres méthodes,
des résultats semblables aux théorémes 3.3 et 3.4 et donne une liste trés
fournie de corps cubiques cycliques dont ’anneau est soit monogéne, soit
non monogene.

MM. les professeurs F. Chatelet et J.-J. Payan m’ont dirigé et aidé dans
ce travail; je leur exprime ici ma trés vive reconnaissance.

Je remercie aussi M. R. Smadja dont un manuscrit m’a été utile dans la
recherche des conditions du théoréme 3.2 et M™¢ M. Archinard, qui a bien
voulu se charger de la programmation.

Enfin, je remercie le Centre d’économétrie de 1I’Université de Genéve
qui m’a donné accés a ’ordinateur de I’Etat de Genéve.

Chapitre 1. — CONSTRUCTION DES EXTENSIONS CUBIQUES
CYCLIQUES DE Q

On rappelle dans ce chapitre la construction donnée par A. Chatelet.
([1], chap. 1 a IV).

I. NOTATIONS

Dans la suite, K désigne une extension cubique cyclique du corps Q
des rationnels, Oy 'anneau des entiers de K, 4 le discriminant de K /Q
et Gal (K /Q) son groupe de Galois. E désigne le corps Q (j), ou

j= - é + i—ij, Oy ’anneau des entiers de E, 7 le Q-automorphisme de E
défini par 7 j = j * et p' I'élément t B, pour f € E.  désigne aussi le pro-
longement de 7 a4 K (j) ayant K comme corps des invariants. ¢ désigne 4 la
fois un élément non trivial de Gal (K /Q) et son prolongement & X (j) qui
laisse E invariant. E est donc le corps des invariants du groupe cyclique
engendré par o.

0 etant un élément de K, on définit les expressions suivantes (résolvantes
de Lagrange).

<0,6> = 0+ job + j’6*0 o eGal(K/Q)
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Ce sont des éléments de K (j), qui vérifient les propriétés suivantes:

(1.1) o'<0,0> = <6'0,0> = j"<0,0> Il =0,1,2.
¢'<0,6°> = <0d'0,06>> =j'<0,6*> 1=0,1,2,

(1.2) 1<0,6> = <0,06%>>

1
(1.3) 0 =§(S+ <0,0> + <0,0*>)

2. THEOREMES FONDAMENTAUX

On donne ici les résultats essentiels de la construction de Chatelet et
celles de leurs conséquences techniques qui seront utilisées aux chapitres 2
et 3. Pour les démonstrations, on renvoie a [1], en notant que les principales
d’entre elles font intervenir de maniére systématique les propriétés de
< 0, 6> et la théorie de Galois dans K (j)/ Q.

Lemme 1.1 Soit 6 un élément primitif de K. Alors, le nombre f défini
par

<a'0,0 >
<d'0,0% >

est un nombre primitif de £ ne dépendant pas de / et vérifiant f* ' ¢ E 3.
Si @ est un nombre algébrique engendrant un corps cubique cyclique
sur Q et p un générateur de Gal (Q (¢)/ Q) tels que

<plp,p>?
<plo, p*>

1
= f, alors ¢ = ¢'0 — g(S—_T), pour [ =0
loul2etp = o0;SetT:étant les traces de 0 et ¢.

Lemme 1.2 Soit S € Q et f un nombre primitif de E vérifiant 2 B’ ¢ E >.
Alors, il existe un nombre algébrique 6, de trace S, engendrant une extension
cubique cyclique K /Q, et un générateurs o de Gal (K /Q) tels que

<0,0>"2

B =

<0,6%>"

Ces deux lemmes permettent d’énoncer le théoréme fondamental de
cette construction des corps cubiques cycliques.
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Théoréme 1.1 Les formules S = trace (0) et

<0,0>"2
B = a2
<0,0° >
définissent une surjection de I’ensemble des couples (0, o), formés d’un
nombre algébrique engendrant un corps cubique cyclique et d’'un générateur
du groupe de Galois de ce corps, sur ’ensemble des couples (B, S), formés
d’un nombre primitif f de E tel que f% ' ¢ E > et d’un nombre rationnel.
Deux couples (6, o) et (¢, p) ont méme image si et seulement si ¢ = o' 0,
pour/ = 0,1l ou2etp = o.

Définition 1.1 Dans la suite, lorsqu’on se référera a cette construction,
on dira que (f5, S) est I'image de (0, 0), que 0 est construit avec (f3, S) et
que f engendre Q (0).

Remarque 1.1 11 découle de la définition de < 0, 0> et de la pro-
priété (1.2) que, si (B, S) est 'image de (0, o), (—pf, —S) est 'image de
(—0,0) et (B, S) celle de (0, ).

On est ainsi amené a la définition suivante:

Définition 1.2 Soit « et f deux éléments de E. o et ff sont dits équivalents
siae {B, 6, — B, — B'}.

Les résultats techniques suivants seront utiles aux chapitres 2 et 3.

Corollaire 1.1 Si 0 est construit avec (f3, S), 0 est zéro du polyndme
3 2, ] 1 3 ’ ’ /
(1.4) X° — SX 3( —ppX — 7(5—3513[3 +BB" (B+B").

Corollaire 1.2 Soit 6 un nombre construit avec (f, S), et soit 4 (0) le
discriminant de 1, 0, 0% et 4 (1,0,00) celui de 1, 6, ¢ 0. On a alors:

1
(1.5) 4(0) = — E(ﬁﬁ')z B-p)*
(1.6) A(1,0,00) = (BB)>
Corollaire 1.3 Soit (f, S) 'image de (6, 6). On a alors:
(1.7) 90> = (B+p'+4S)0 + (j*B+jp' —2S) a0
+(jB+j*B —2S)6%0 + 2Bp" + S?
(1.8) 960620 = (B+B —25)0 + (2B +jB' +S) o0

+(JB+J*B'+5) 00 — BB’ + S
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Théoreme 1.2 Soit (B, S) et (y, T) les images respectives de (0, o) et

(o, p). Alors la condition

y2y/

BB’
est nécessaire et suffisante pour que Q (6) = Q (p) et ¢ = p.

Ce théoréme et la remarque 1.1 permettent de reconnaitre les nombres
engendrant le méme corps cubique cyclique.

e E?

3. L’ANNEAU Og

On rappelle d’abord quelques résultats classiques. Op est intégre,
principal et donc factoriel.

Op=Z2Zj®Zj?>  (somme directe)

Les unités de O, sont + 1, + j, + j * et représentent les 6 classes de
Og/(3) premiéres avec 3.

Les nombres (entiers rationnels) premiers congrus a — 1 (mod 3) sont
irréductibles dans Op, les nombres premiers p congrus a 1 (mod 3) sont de
la forme p = w, w,, w, étant irréductible et w, et w, n’étant pas associés.
Enfin,ona3 = — (j —j )~

Ainsi, les éléments irréductibles de O sontj —j 2, les nombres premiers
congrus a —1 (mod 3), les €léments w, et a)ll, et leurs associ€s.

Lemme 1.3 Soit  un élément de Oy sans facteurs rationnels et soit p un
nombre premier tel que p" divise exactement f f’. Alors, p = 3 et n = 1,
ou p = 1(mod 3) et w, divise exactement f§, w, étant un diviseur irré-
ductible de p.

Démonstration Si 3" divise BB, j — j * divise exactement f, donc
j — j? divise aussi exactement " et 3 divise exactement f f’. Il s’ensuit
que n = 1.

Sip # 3, p est congru a 1 (mod 3), sinon p serait irréductible et divise-
rait . Donc p = w,w, et w) et w," divisent exactement § f’. Comme
w, w, ne divise pas f, il faut que w, (ou w,") divise exactement . C.q.f.d.

Définition 1.3 Un élément de Oy est dit entier canonique s’il n’est
divisible ni par j — j 2, ni par un entier rationnel, ni par un facteur carré.
Un entier canonique o est de la forme w,, w,, ... ®,,, sa norme étant
égale & p, p, ... p,, les p; étant des nombres premiers naturels distincts et

congrus & 1 (mod 3), et satisfait la condition o o’ ¢ E>.
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Réciproquement, un nombre de Oy dont la norme a cette forme est un
entier canonique.

Un entier canonique, étant premier avec 3, appartient a l'une des
6 classes de O/(3), premiéres avec 3. Il est donc congru (mod 3) & une unite.

Définition 1.4 Un entier canonique est dit unitaire positif (respective-
ment négatif) s’il est congru (mod 3) & 1 (respectivement & —1).

Si le signe n’intervient pas, on dit simplement que l’entier canonique
est unitaire. |

Tour entier canonique est le produit d’une unité et d’un entier canoni-
que unitaire positif unique.

Théoreme 1.3 Tout corps cubique cyclique K est engendré par un entier
canonique, défini de mani¢re unique a I’équivalence pres.

Voir [1], chapitre I1I, pour une démonstration.

Des entiers canoniques équivalents étant ensemble unitaires ou non,
on peut donner la définition suivante:

Définition 1.5 K est dit unitaire s’il est engendré par des entiers canoniques
unitaires. (De ces entiers canoniques unitaires, deux sont positifs et deux
sont négatifs).

Le théoréme suivant donne la construction de bases d’entiers d’un
corps K.

Théoréme 1.4 Soit K le corps cubique cyclique engendré par [’entier
canonique «. Alors:

a) si o est unitaire positif (respectivement négatif) et si 0 est construit avec
(o, 1) (respectivement avec (¢,— 1)), 0, ¢ 0, et 6% 0 forment une base
des entiers de K;

b) si o est non unitaire et si 0 est construit avec (3a, 0), 1, 0, ¢ 6 forment
une base des entiers de K.

Définition 1.6 Ces bases sont dites canoniques et construites avec «.

Corollaire 1.4 On conserve les notations du théoréme 1.4. Alors,
a) si K est unitaire, il est modérément ramifié et

AK - (O(OC’)Z
b) si K est non unitaire, il est sauvagement ramifié et

Ag = 81 (an')?.
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Démonstration Ces formules s’obtiennent immédiatement en prenant
les discriminants des bases canoniques par la formule (1.6).

Corollaire 1.5 Soit py, p,, ..., p,, ¥ nombres premiers différents de 1,
distincts et congrus 2 1 (mod 3). Alors il existe 2*~ ! corps modérément
ramifiés de discriminant (p, p, ... p,)* et 2" corps sauvagement ramifiés de
discriminant 81 (p; p, ... p,)>.

Tous les corps cubiques cycliques ont leurs discriminants de cette forme,
sauf un corps unique de discriminant 81.

Pour une démonstration du théoréme 1.4 et du corollaire 1.5, on se
reportera a [1], chapitre IV.

Chapitre 2. — INDICE D’UN NOMBRE DE Og

L’indice d’'un nombre 0 d’une extension finie K /Q est le nombre 7 () =

V/ A(0)/4g, ou A4 (0) est le discriminant de 0 dans K et Ay le discriminant
de K (cf. [3], chap. 111, § 25 et [5]).

Comme au chapitre 1, K /Q désigne dorénavant une extension cubique
cyclique et on va utiliser une base canonique (déf. 1.6) pour calculer I’indice
d’un élément quelconque de Oy.

Lemme 2.1 Soit 0 un élément primitif d’une base canonique de K. Alors,
si @ € Og, 1l existe un nombre y = X0 + Yo 0eOg telqueyy — pe Z

et 1(y) = I(9).

Démonstration On considére le cas ou 6 est construit avec (a, 1), c’est-
a-dire ol « est unitaire positif. 0, ¢ 0 et 6> 0 forment une base d’entiers de
K, donc ¢ = X,0 + X,060+ X,0%0, avec X;eZ, i = 1,2,3. Soit
Yy =@ — X,; alors I()) = 1I(p) et ¥ = (Xo—X3)0 + (X;—X;)00,
d’aprés 0 + 6 0 + 620 = 1. ¢ a la forme requise.

Les cas ol « est unitaire négatif et ou K est non unitaire se démontrent
de maniére semblable. C.q.f.d.

Donc, pour obtenir les indices de tous les nombres de Oy, il suffit de
considérer les nombres de la forme X 0 + Y o 6 o X et Y sont des entiers.

Lemme 2.2 Soit K le corps (modérément ramifi¢) engendré par ’entier
canonique unitaire « = a,j + a,j > et soit 0, ¢ 0, ¢* 0 la base canonique
construite avec «. Alors, siyy = X0 + Yo 0, + I() est égal a:

a1~

3

a a, —da
(2.1) 22X 4 a, XY —aXY: 4+ L2 y3,
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On donne la démarche de la démonstration pour le cas ou o est unitaire
positif.

9, o 0 et o2 O formant, dans ce cas, une base des entiers de K, on exprime
Y2 = X202+2XY000+ Y?(c6)> comme combinaison linéaire
de 6, 0 0, 0% 0 & I’aide des formules (1.7) et (1.8), en tenant compte de § =
6+c0+ 020 =1.1, y et Yy* étant exprimés comme combinaisons
linéaires de 0, o 0 et o2 0, l'indice + I () est le déterminant de la matrice
des coefficients de ces combinaisons. Le calcul donne le résultat annoncé.

La méme technique permet de démontrer le lemme suivant:

Lemme 2.3 Soit K le corps (sauvagement ramifié) engendré par lentier
canonique non unitaire « = a, j + a, j > et soit 1, 6, o 6 la base canonique
construite avec o. Alors, siyy = X0 + Yo 0, + I() est égal a:

(2.2) (a; —a,) X® + 3a,X?Y — 3a,XY? + (a; — a,)Y?3.
De ces lemmes découlent aisément la propriété suivante:

Propriété 2.1 Soit K le corps engendré par l’entier canonique o =
a,j + a,j?*etsoit  # 1 un des éléments non nuls d’une base canonique
de K. Alors, une condition nécessaire et suffisante pour que O = Z [0] est

(2.3) a, —a, = + 3,s1 K/Q est modérément ramifice

(2.4) a, —a, = + 1, s1i K/Q est sauvagement ramifiée.

Remarque 2.1 Des formules (2.1) et (2.2), on déduit aisément des équa-
tions diophantiennes qui sont résolubles si et seulement si I’anneau des
entiers des corps correspondants sont monogeénes.

Définition 2.2 Si un entier divise I (¢) pour tous les nombres ¢ € Oy,
on dit que c’est un diviseur commun des indices de K, ou un diviseur
commun extraordinaire des discriminants de K.

D’apres le critere de Hensel ([3], chap. III, § 25), seul 2 peut étre diviseur
commun des indices d’une extention cubique de Q.

La propriété suivante donne une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il en soit ainsi dans une extention cubique cyclique de Q.

Propriété 2.2 Soit K le corps engendré par l’entier canonique o =
a;j + a,j? Alors, 2 est diviseur commun des indices de X si et seulement
sia, — a, est pair.

Démonstration D’apres les lemmes 2.1, 2.2 et 2.3, I’indice d’un nombre

quelconque ¥ de Oy est de la forme (2.1) ou (2.2), avec X et Y entiers
rationnels.
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Ces formes s’écrivent respectivement :

a, —d
1Y) = 1—3——2(X3—3X2Y+Y3) +aXY(X-Y)

et
I(Y) = (al—az)(X3—3X2Y+Y3) + 3a, XY(X—-Y).

On voit que I () est pair, pour tous X et Y entiers rationnels si et
seulement si a; — a, est pair. C.q.f.d.

Exemple 2.1 Soit K le corps engendré par « = 5/ — j% Onaada’ =
3l et « — 1 = 6/, donc « est canonique unitaire et K = Q (0), ou 8 est
zéro du polynéme X ° — X2 — 10 X + 8. Les 3 zéros de ce polyndme
forment une base canonique de K et A, = 312,

La condition du théoréme 2.2 étant satisfaite, 2 est diviseur commun
des indices de K.

Remarque 2.2 Si 2 est diviseur commun des indices de K, Og n’est pas
monogene; mais on verra, au chapitre 4, qu’il existe des corps K ou 2
n’est pas diviseur commun des indices et ou Og n’est pas monogene.

Chapitre 3. — LES NOMBRES CUBIQUES CYCLIQUES 6
POUR LESQUELS Z [f] EST L’ANNEAU DES ENTIERS DE Q (6)

Soit # un nombre cubique cyclique construit avec (f, S) (cf. théoréme 1.1).
On cherche des conditions pour que l’anneau des entiers de Q (0) soit
Z [6].

Lemme 3.1 Soit 0 un nombre cubique cyclique, construit avec (f, S),

: : b+d_ b,
tel que Z [0] soit ’anneau des entiers de Q (6). Alors f = — j + —j*,
c c

ou dest égal a 1 oua 3 etou b etc sont des entiers rationnels premiers
entre eux.

Démonstration Soit f = b,j + b,j% b, et b, sont des nombres
rationnels. 1, 0, 07 étant une base d’entiers de O (0), on a
4(1,8,aq0)
—— €
A(1,0, 0%
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D’aprés les formules (1.5) et (1.6), cette condition s’écrit

27

- =5 €Z
B—=p")
Mais (B—p)2 = (j —j D)* (b, —b,)*> = — 3(b;—b,)* La condition
écrit d ————€Z, soit Z.
s’écrit donc by eZ, soi b b, €

Soit b; — b, = —, avec ¢ et d entiers rationnels premiers entre eux et
a

d > 0; la condition

3c :
e Z devient i €Z, ce qui implique, ¢

1 2
et d étant premiers entre eux et d étant positif, d = 1 ou d = 3.

Par ailleurs, 6 € O donc 4 (1, 6, 60) € Z ; soit, d’aprés (1.6) f ' € Z.
> d . .2 2 d d 2
Mais f = (b, + - J+sz;doncﬁﬁ’=b2+bzz+ A
p .
La condition f ' € Z implique, ¢ étant entier, b5 c¢> + b, dc + d?e Z.
Mais de Z, donc cette condition s’écrit b5 c? + b,dce Z, soit

b
b, c(byct+d)e Z. De la on tire b, ce Z, soit b, = —avec be Z.
c

b +d b
On a ainsi obtenu f = ——+—] + —] C.q.f.d.
c

Le théoréme suivant donne des précisions supplémentaires sur f.

Théoréme 3.1 Soit 0 un nombre cubique cyclique tel que I'anneau des
entiers de K = Q (0) soit Z [0] et soit (B, S) 'image de (0, ¢). Alors f
satisfait 'une des conditions suivantes:

| B —?j—l-J —l—?—] ,avechbeZ, b = 1(mod 3),
(3.1) i 2 2
ce/Z et (é_gf;——’-}) = Ag
| i =-Z2—+—3J+éj , avec beZ,b % 0(mod 3),
(3.2) )
ceZ, ¢ =0(mod3) et <l—)—2$>2 = dg
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[

3 3
B=—-(b+1j+ —bj*, avecheZ, b £ 1(mod 3)
c c
3.3) |
=AK‘

c3

b% +b+1\?
ceZ, ¢ = 0(mod 3) et 81(—————)
Démonstration On obtient ces 3 conditions pour  en prenant succes-

sivement, dans la forme de f donnée par le lemme 3.1, d =1, d = 3 et
b= 0(mod3)etd = 3etb=0(mod 3).

a) d =1
b + 1 . b 2 by A
Alors, f = —j + — ] : L’hypothese Z [0] = Ok entraine 4 (0) =
¢
’ 2 2 1 1
Ay, donc, d’apres (1.9), — — (ﬁﬁ) (B—p")" = Ag, soit encore — 3726
c

b2+b+1

Cette condition entraine 6% + b + 1 = 0 (mod 3), soit b = 1 (mod 3).

b) d = 3eth = 0 (mod 3)
c et d étant premiers entre eux, on a ¢ &= 0 (mod 3).
b +3 b

Onadoncff = —j + ] , et ’égalité 4 (6) = Ag s’écrit
c
b*+3b+9
2 o
¢) d =3eth=0(mod 3)

Comme en b), on voit que ¢ = 0 (mod 3).
3 3

En posant b = 3 by, il vient § = — (by+1)j + — byj>.
c c

by + b, + 1)2

c3

La condition 4 (0) = Ag s’écrit 81( = Ag.

Cette condition ne peut étre satisfaite que si b + b, + 1 = 0 (mod 3),
c’est-a-dire si by == 1 (mod 3). En écrivant b au lieu de b,, on a les condi-
tions (3.3). C.q.f.d.

Ces conditions (3.1), (3.2) et (3.3) sont deux a deux exclusives.

B étant un nombre satisfaisant I'une de ces conditions et 6 étant construit
avec (B, S), il se peut, méme si S est entier, que 6 ne soit pas entier.
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Dans les 3 lemmes qui suivent, on donne des conditions pour que € soit
entier, lorsque S satisfait des conditions proches de (3.1), (3.2) ou (3.3).

Pour que 0 soit entier, il faut et il suffit que les coefficients du polyndéme
(1.4) soient entiers, soit que S € Z et que les 2 conditions suivantes soient
satisfaites:

1
(3.4) 3 (S*—ppyez
1
(3.5) E(S3—3Sﬁﬁ’+ﬁﬁ’(ﬁ +8))eZ

Lemme 3.2 Soit S'e Z et f§ satisfaisant

b+ 1 b
[ B =——j+—j*, avec beZ,
¢ ¢
(3.1) ,
b* +b + 1
celZ et * 3 e’
3¢

Alors, si 0 est construit avec (f, S), une condition nécessaire et suffisante
pour que 6 soit entier est S'= 0 (mod 3) et b = 4 (mod 9).

Démonstration :
b* + b+ 1 b’+b +1
pp = F = 3c. 3
c 3c
. b> +b + 1
est un entier congru a 0 (mod 3), puisque +3 3 €
c

La condition (3.4) est donc équivalente 23 S = 0 (mod 3), et en tenant

: . : 1
compte de ceci, la condition (3.5) est équivalente & — 7 BB (B+p)e Z.

1 b> +b 4+ 1
Le calcul donne — — BB’ Y = 2 :
c e =5 BB (B+5) 27— (2b+1)
b +b+1 . 5
Mais 33 €Z entraine b= + b+ 1 =0 (mod 3), ce qui est

équivalent & b= 1 (mod 3) et & b*> + b + 1 = 3 (mod 9). Ceci entraine
¢ # 0 (mod 3).

b2 +b+1 2b +1

La condition v "3 €Z est donc équivalente a 25 +

I = 0 (mod 9), soit & b = 4 (mod. 9). C.q.f.d.
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Remarque 3.1 La condition b = 4 (mod 9) est équivalente a la condi-

. b +Db+1 _ . "
tion = = 7(mod9) si c=1 (mod 3) et a la condition
c
b> +b + 1
303 = — 7 (mod 9) si c = — 1 (mod 3).
&

Lemme 3.3 Soit S € Z et [ satisfaisant

” b+3 b
B = j+—j*, avec beZ, b % 0(mod 3),
c c

(3.2)’
b2 +3b + 9
+3b+9

C3

ceZ et

~ Alors, si 0 est construit avec (f8, §), une condition nécessaire et suffisante
pour que 0 soit entier est S = — b ¢ (mod 3).

Démonstration b # 0 (mod 3) entraine 5% + 35 + 9= 1 (mod 3).

b? +3b + 9

C3

b2 +3b + 9

02

Donc €Z entraine ¢ =% 0 (mod 3). Il en résulte Bf =

= 1(mod 3); la condition (3.4) est équivalente a S = 0

b*> +3b + 9
3

(mod 3). D’autre part, ' (f+p) = —

(2b + 3) est entier

rationnel et la condition (3.5) entraine la condition plus faible S ° =
— BB (B+pB) (mod 3). D’ol, en tenant compte de S * = § (mod 3) et
b> +3b + 9
C3
b* +3b + 9 , b2 +3b + 9
Mais = ¢ (mod 3) puisque 3
c

C3

¢ =% 0 (mod 3). Il vient S = — b ¢ (mod 3). Réciproquement, on vérifie que
si S = — b c(mod 3), la condition (3.5) est satisfaite. C.q.f.d.

de2b+3= —b(mod 3), S = —

b (mod 3). -

= 1 (mod 3) et

Lemme 3.4 Soit S € Z et 8 satisfaisant

3 3
B =—(b+1)j+ —bj*, avec beZ, ceZ
c c

(3.3
b2 +b + 1
et €

L ¢’
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Alors, si 0 est construit avec (f,.S) ,une condition nécessaire et suffi-
sante pour que 6 soit entier est S = 0 (mod 3).

9 : .
Démonstration pp’ = — (b*> +b+1) est un entier congru a 0 (mod 9),
¢

la condition (3.4) est donc équivalente a S = 0 (mod 3). La condition (3.5)
est alors aussi satisfaite. En effet S = 0 (mod 3) entraine S * == 0 (mod 27)
et 35 ff =0 (mod 27). Donc la condition (3.5) est équivalente a

1
Eﬁﬁ B+p)eZ.

Cette derniére condition est vérifice, car ff' (f +p) = — 27
b* +b + 1 . b> +b + 1
5 (2D 4+ 1) est un entier congru a 0 (mod 27), puisque 3
g ‘ c
eZ. C.q.f.d.

Les résultats précédents permettent de démontrer le théoréme principal
de ce travail:

Théoréeme 3.2 Soit (B, S)e E x Z et soit 0 construit avec (B, S). Alors
Z [0] est anneau des entiers de Q () si et seulement si (8, .S) satisfait I'une
des conditions suivantes:

r b+ 1 b

B=-—j+—-j*, avec beZ, b = 4(mod9), ceZ
% ¢
(3.6) P tb+l ,
et 33 entier différent de + 1 et sans facteur carré.
c
S = 0(mod 3)
b+3 b "
f=——j+-j*,avec beZ, b %20(mod3), ceZ
c c
(3.7) b> +3 +9
et 3 entier différent de +1 et sans facteur carré.
c

S = — bc(mod 3)

3 3
B —_—;(b+])j+—bj2, avec beZ, b#£1(mod3), ceZ
c

(3.8) b»+b+1
et entier différent de + 1 et sans facteur carré.

C3

| S = 0(mod 3)

L’Enseignement mathém., t. XX, fasc. 3-4. 13




— 194 —

Ces conditions sont deux a deux exclusives et entrainent fB'% ¢ E>.

Démonstration Ces conditions sont nécessaires d’aprés le théoréme 3.1

et les lemmes 3.2, 3.3 et 3.4.

D’aprés ces mémes lemmes, 0 est entier. Il reste donc, pour montrer

que ces conditions sont suffisantes, & montrer que dans chacun de ces cas,
A (0) est le discriminant de Q (6).

a)

b)

cas ou (5, §) satisfait (3.6).
cB = (b+1)j + b j? est sans facteur rationnel. Mais

b> +b + 1 b> +b +1
(cP)(ch) =b>*+b+1=3]|c]? o T avec + entier

3l 7 3fc?
positif distinct de 1 et sans facteurs carrés.

Donc, d’aprés le lemme 1.3, [ c I est égal a 1 ou est produit de nombres
b> +b +1
3cl®
premiers distinct congrus & 1 (mod 3) et ¢ = (j —j ) 7> «, avec
b> + b + 1.
3lcl’

premiers congrus a 1 (mod 3), est produit de nombres

ye Ogtel queyy’ = ] c | et o entier canonique tel que ao’ ==

oo

le théoréme 1.2, o engendre Q (0).
b*+b+ 1)2

La formule (1.5) donne 4(9) = — %(ﬁﬁ')z (B—p) = ( 303

= (aa’)?; il s’ensuit que 4 (0) = (xa’)* est le discriminant de O (0),
d’aprés le collaire 1.4.

ﬁzﬁ, ]—']2 ¥ 6..13 3, 12 3 > A
On a de plus = —|~——) 997 €E’; donc pp'“¢E’, d’apres
c

Cas ou (f, S) satisfait (3.7).
cBp=(b+3)j +bj? n’a pas de facteur rationnel, puisque b =% 0

b2 +3b+9  b2+3b+9
(mod 3). () (cB) = | | J“M;“ avec +|C‘3 £ 0 (mod 3),

différent de 1 et sans facteur carré.
Donc le lemme 1.3 montre que |c| est égal & 1 ou est produit de
b*> + 3b + 9

|’

nombres premiers congrus a 1 (mod 3), que est produit

de nombres premiers distincts congrus & 1 (mod 3) et que ¢ = y> «
avec ye€ O tel que yy' = |c| et o entier canonique tel que ao’ =
b*> +3b + 9

P . Donc pB’* ¢ E>,
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Le théoréme 1.2 montre que « engendre Q (6). La formule (1.5) donne

b% +3b 4+9\? ) )
4(0) = — 2—17(ﬁﬁ’)2 B-p) = (——}i> — (a)?; il Sensuit

que 4 (0) = (aa’)? est le discriminant de Q (6), d’aprés le corollaire 1.4.
c) Cas ou (8, S) satisfait (3.8)

-;.3 = (b+1)j + bj* n’a pas de facteur rationnel.

b* +b +1 b2 +b + 1 _
Gﬂ <;ﬁ> = lc’? T |3+ , avec T l3+ = 0 (mod 3), diffé-
‘ c c

rent de 1 et sans facteur carré.

Le lemme 1.3 montre que ! c | est égal a 1 ou est produit de nombres

b2 + b + 1

3 est produit de nombres
c

premiers congrus a 1 (mod 3), que

c
premiers distincts et congrus a 1 (mod 3) et que 3 B = y3u avec y € O tel

o . : b +b+1
que yy' = | c| et « entier canonique tel que oo’ = TofF Donc
c

BB'* ¢ E* et o engendre Q (0) (théoréme 1.2). Or EB =b+1)j+
bj* # + 1 (mod 3) et y = + 1 (mod 3), puisque y est produit d’entiers
canoniques, donc congrus a une unité (mod 3). L’égalité —g,B =3

montre alors que « =% + 1 (mod 3) c’est-a-dire que « est un entier cano-
nique non unitaire.

Il s’ensuit, d’aprés le corollaire 1.4, que le discriminant de Q (0) est
81 (o).

Et on a ainsi 4(0) = (/3,8 Y (B—-p)? = 81(

81 (aa’)?. C.q.f.d.
Comme sous-produits de la démonstration de ce théoréme, on obtient
les corollaires suivants:

c

b2+b+1>

Corollaire 3.1 Si f satisfait la condition (3.6), Q (0) est modérément

" L b2 +b+1\*> | o
ramifié, de discriminant 3 ; si f satisfait (3.7), Q (0) est modéré-
c




— 196 —

b>+3b+9

ment ramifié, de discriminant( 3

2
> ; et si ffsatisfait (3.8), Q (0) est
b*+b+ 1)2

C3

c

sauvagement ramifi€, de discriminant 81 (

Corollaire 3.2 Si f satisfait 'une des conditions (3.6), (3.7), (3.8),
| ¢ | est égal 2 1 ou est produit de nombres premiers congrus & 1 (mod 3).

Remarque 3.2 Si f satisfait la condition (3.7) (respectivement (3.8)) et si
| ¢| = 1, B est entier canonique et satisfait aussi la condition (2.3) (res-
pectivement (2.4)) du théoréme 2.1.

C’est le seul cas ou 'on peut choisir la trace S de maniére que, 6 étant
construit avec (B, S), 1, 0, 0% et 0, 00, 6 0 (respectivement 1, 0, ¢ 0)
forment des bases d’entiers de Q (0).

Définition 3.1 On dit dans ce cas que I'anneau des entiers de Q (6) est
trivialement monogéne.

En abandonnant la référence a (f8, S), on peut énoncer:

Théoréeme 3.3 Soit K /Q une extension cubique cyclique de discriminant
Ax = m?. Alors, si O est monogéne, I’équation diophantienne suivante
est soluble: |

(3.9) ‘ X2 +3X+9=mY’

Démonstration On garde les notations du théoréme 3.2. Oy étant
monogene, il existe 6 € Ok, construit avec un couple (f, §) qui satisfait I'une
des conditions (3.6), (3.7) ou (3.8).

Si (3.6) est satisfaite, b> + b + 1 = m 3| c|? donc Iéquation (3.9)
admet la solution (35, 3 | c|).

Si (3.7) est satisfaite, 5> +3b + 9 =m|c
solution (b, | ¢ |),

Si (3.8) est satisfaite, 9 (b2+b+1) = m|c|? donc (3.9) admet la
solution (35, | a ]).

Ce théoréme admet le réciproque suivant:

3, donc (3.9) admet la

Théoréme 3.4 Soit m # 1 un produit de nombres premiers distincts et
congrus a 1 (mod 3).
Alors:

a) si I’équation diophantienne
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(3.10) X?+3X +9 =mY?

est soluble avec X # 0 (mod 3) ou avec X = 12 (mod 27) il existe
une extension K /Q modérément ramifiée, de discriminant m? et dont
I’anneau des entiers est monogéne.

b) si I’équation diophantienne
(3.11) X’ +X+1=myYy?

est soluble, il existe une extension K /Q sauvagement ramifiée, de
discriminant 81 m? et dont anneau des entiers est monogene.

Démonstration

a) Si (b, ¢) est une solution de (3.10) avec b % 0 (mod 3) le nombre
b + b
f = ~l~ j + —] satisfait la condition (3.7) du théoréme 3.2. Ce
¢

théoréme montre que le nombre 0 construit avec (B, —bc) engendre un
corps K tel que Oy = Z [0] et Ay = m?.

b
Si (b, ¢) est une solution de (3.10) avec b = 12 (mod 27), alors b, = 3

c
est un entier congru a 4 (mod 9) et ¢, = 3 est entier. Le nombre

bO + 1 . bO ‘2 . . ., e r \ M

j + —j° satisfait la condition (3.6) du théoréme 3.2; ce qui
Co Co

montre que le nombre 6 construit avec (f, 0) engendre un corps K tel

que Og = Z [0l et 4y = m?.

b) Soit (b, ¢) une solution de (3.11). Il faut & == 1 (mod 3) et ¢ == 0 (mod 3).

b +1 b ‘
Le nombre f = 3——j + 3- ] satisfait la condition (3.8) du théo-
¢

réme 3.2; ce qui montre que le nombre 0 construit avec (8, 0) engendre

un corps K tel que Ox = Z [0] et Ay = 81 m*. C.q.f.d.

Remarque 3.3 Si (X, Y) est solution de I’équation diophantienne (3.10),
la condition X = 12 (mod 27) est équivalente & la condition m = 7 (mod 9).
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Chapitre 4. — EXEMPLES NUMERIQUES

Dans ce chapitre, m est le produit de » >> 1 nombres premiers distincts
et congrus a 1 modulo 3.

Note. En plus des critéres obtenus aux chapitres 2 et 3, on utilise, pour
étoffer la liste des résultats, un critéere donné par Payan dans [6] (propo-
sition 1).

Soit m = p{ p, ... p, la décomposition de m en facteurs premiers. On
sait que si K /Q est modérément ramifiée de discriminant m? (resp. sauvage-
ment ramifiée de discriminant 81 m?), K est le corps de rupture de X ° —
3mX —am, avec 4m = a* +27b* et a=1 (mod 3) (resp. avec
4m = a*> + 3b% a= 1 (mod 3) et b #% 0 (mod 3)). Le critére s’énonce

alors ainsi:
pi—1

Pour que Og soit monogene, il faut ¢ 3 =1 (mod p,) pour
pi—1

i = 2,3,...rsi K/Q est modérément ramifiée et (3¢) > = 1 (mod p,)
pour i = 1,2, ...r si K/Q est sauvagement ramifiée.

1. LES CORPS MODEREMENT RAMIFIES

Parmi les 4 entiers canoniques unitaires équivalents engendrant un
corps modérément ramifié, on choisit ’entier canonique unitaire positif
« = a,;j+ a,j?(doncaveca; = a, = — 1(mod3))telque|a, | > |a,]|.
On associe ainsi a chaque corps modérément ramifié un entier canonique
unique « et réciproquement.

Sia = (a+1)j—aj *(aveca= 1 (mod3)),onam = 3a* + 3a+ 1,
et ’équation (3.10) admet, pour cette valeur de m, la solution X = 9a + 3
et Y = 3, X étant congru a 12 (mod 27). Le nombre 6, construit avec
(B,0), ot B = (3a+2)j + (B3a+1)j?% engendre un corps dont I'anneau

des entiers est Z [0] (théoréme 3.4).
12

Comme - = (j2 —j)?, « engendre aussi le corps @ (). On dit, dans

o
ce cas, que Oy est presque trivialement monogene. Le polynome irréductible

m
de O est X — mX +—3(2a+1).
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Remarque 4.1 Si Oy est trivialement (resp. presque trivialement) mono-
géne (définition 3.1), on a 4 m = a? + 27 (resp. 4m = 1+27b?) et inverse-
ment. Ces cas sont signalés dans [6].

Pour chaque nombre m < 2000, on a calculé¢ les entiers canoniques
associés aux 2'~! corps modérément ramifiés de discriminants m? (cf.
corollaire 1.5).

Si pour un nombre m, I'un de ces entiers canoniques ne satisfait pas
I'une des conditions permettant de dire que ’anneau des entiers du corps
qu’il engendre admet 2 comme diviseur commun des indices (propriété 2.2),
ou qu’il est trivialement ou presque trivialement monogene, on a cherché
les solutions (X, Y) de I’équation (3.10), avec X > 0 et 0 < Y < 300000
pour m < 853 et 0 < Y < 30000 pour 853 < m < 2000. Pour chaque
solution obtenue, on a calculé le polyndme irréductible du nombre ¢

, X +3 X ‘
construit avec (f,S), ou f = -—Y——j + —sz et ot S =+1¢et S=
— X Y (mod 3)si X 0 (mod 3)etou S =0si X=0 (mod 3); ¢ est
donc un générateur de ’anneau des entiers de QO (¢). On a, ensuite, cherché
le générateur canonique o du corps Q (o).
Les résultats sont les suivants:

m I‘ X Y % Irr (¢) o
‘ | |

241 286 7 X3+ X2—-562X+4945 - —16j—j2
373 1598 19 X3— X2—2362X+44981 17j—452
379 911 13 X3— X2—1642X+26165 | —22j—75®
463 397 7 X3+ X%*—1080X+13307 - —=22j—j®
751 1283 13 X3— X2—3254X+72541 | —31j—10;2
1159 629 | 7 X®—X%—2704X+55031 3554252
1213 7837 | 37 X3+ X?—14960X+699317 | —28j+11;2
1321 506370 = 579 . X®—254953X-+49549389 - —40j—31;¢2
1381 12745 49 X3+ X2-22556X+1296401 l 35j—4;2
1603 740 7 X3— X2—3740X+ 89293 i 41j+252

Si m est un nombre premier, il n’y a qu'un corps de discriminant m?2
et o est défini par m. C’est le cas pour tous les nombres m de ce tableau sauf
pour 1159 = 19:61 et 1603 = 7-229.

Les 2 corps de discriminants 1159% sont engendrés respectwement par
—37j—7j%et35j+ 22 Le corps engendré par — 37 — 7 * ayant
2 comme diviseur commun des indices, c’est le corps engendré par 35 +
2 j * dont anneau des entiers est monogene, de générateur ¢.
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Les 2 corps de discriminants 1603* sont engendrés respectivement par

743
a =417+ 2j%et — 46— 192 Or ¢ est construit avec f = —7—]' +
740 BB’
] et on a —— = (—2j—3j%)% c’est donc le corps engendré par o
oo

dont I’anneau des entiers est monogene de générateur ¢ (théoréme 1.2).

On donne dans le tableau suivant, pour chaque corps de discriminant
< 100072, la racine carrée du discriminant, les valeurs a; et a, (a;j +a,j >
€tant ’entier canonique qui engendre le corps) et, si possible, la nature de
son anneau des entiers: triv. mon. signifie que I’anneau est trivialement
monogene, p. tr. mon. qu’il est presque trivialement monogéne, 2 d. c. 1.
que 2 est diviseur commun des indices (I’anneau n’est donc pas monogene)
et, si pour d’autres corps, le critere de Payan (cf. note en début de chapitre)
permet d’affirmer que I’anneau n’est pas monogéne, on donne la valeur de
a correspondante (4m = a®*+27b%). La correspondance entre o =
a,j+ a,j? et a se fait en comparant le polyndme du nombre construit
avec (3a, 0) (formule 1.4) et le polyndéme X * — 3m X — am.

Pour 34 des 128 corps de ce tableau, les méthodes utilisées n’ont pas
permis de déterminer la nature de ’anneau, si ce n’est que cet anneau n’est
ni trivialement ni presque trivialement monogéne et que 2 n’est pas d. c. 1.

m ai, as Anneau m ’ ai, as Anneau
|

7 2, —1 | triv. mon. 157 ' —13,—1 | 2d.c.i.
13 —4, —1 | triv. mon. 163 14, 11 triv. mon.
19 5,2 | triv. mon. 181 11, —4 ?
31 5, —1 | 2d.c. 1. 193 =16, —7 | ?
37 ~7, =& triv. mon. 199 L —13,2 ! ?
43 wF, =1 2d.c.i. 211 14, —1 ! ?
61 5, —4 p. tr. mon. 217=17"31 —16, —13 | triv. mon.
67 =T, 3 ? 217 17, 8 . a=25
73 8, —1 i ? 223 17, 11 - 2d.c. i
79 —10, —7 triv. mon. 229 17,5 2d.c. 1.
91=7-13 11,5 2d.c.i. 241 —16, —1 monogene
91 —10, —1 a=—11 247=13-19 | 17, 14 triv. mon.
97 11, 8 triv. mon. 247 11, —7 2d.c.i.
103 11, 2 ? 259=17-37 —13,5 2d.c.i.
109 -7,5 2d.c. i 259 17,2 a=19
127 —13, =7 2d.c. i 271 —19, —10 ?
133=719 11, —1 2 d.c.i. 277 —19, —7 2d.c.i.
133 —13, —4 a=—17 283 —19, —13 | 2d.c.1i.
139 —13, —10 | triv. mon. 301=7-43 20, 11 a=31
151 14, 5 < ? 301 —19, —4 a=—23




— 201 —

m ai, as Anneau ” m ai, as Anneau
307 17, —1 2d.c.i. 661 29, 20 ?
313 —19, —16 | triv. mon. 673 ‘ 29, 8 7
331 11, —10 p. tr. mon. 679=7-97 17, —13 2d.c.i.
337 —13, 8 ? 679 25, 2 a=—23
349 20, 17 triv. mon. 691 —19, 11 2d.c. i
367 —22, =13 ? 703=19-37 | 29, 23 2d.c.i.
373 17, —4 monogene 703 | 26, —1 a=25
379 —22, —17 monogéne 709 | —28, —25 | triv. mon.
397 23, 11 2d.c.i. 721=7-103 | 29,5 2d.c. i
403=13-31 | 23,14 a=37 721 —31, —16 | a=—47
403 —19, 2 a=—17 727 —31,—13 | 2d.c. 1.
409 23, 8 ? 733 —31,—19 | 2d.c.1i.
421 20, —1 ? 739 23, —17 2d.c. i
427=17-61 —22, —19 | triv. mon. 751 —31, —10 | monogene
427 23, 17 2d.c.i. 757 —28, —1 ?
433 —13, 11 2 d.c.i. 763=7-109 | 29, 26 triv. mon.
439 ' 23,5 2d.c. i 763 —31, =22 | a=—53
457 17, —17 2d.c. i 769 32, 17 ?
463 | —~22, —1 monogeéne 787 29, 2 ?
469=17-67 23, 20 triv. mon. 793=1361 | —31, —7 2d.c. 1.
469 —25, —13 | 2d.c.i. 793 32, 11 a=43
481=13-37 | —25, —16 | a=—41 811 —31, —25 | 2d.c.i.
481=13-37 | —19, 5 2d.c. i 817=19'43 | 17, —16 p. tr. mon.
487 1 23,2 ? 817 32, 23 a=>55
499 25 —7 2d.c. i 823 —19, 14 ?
511=7-73 26, 11 a=37 829 20, —13 ?
511 . —25,—19 | 2d.c.i. 853 —31, -4 ?
523 | 26,17 ? 859 23, —10 ?
541 —25, —4 ? 871=13-67 | 29, —1 P 2d.c. .
547 14, —13 p. tr. mon. 871 —34, —19 ?
553=17-79 23, —1 2d.c. 1. 877 —31, —28 | triv. mon.
553 —16, 11 a=-—>5 883 —34, —13 ?
559=13-43 | —25, —22 | triv. mon. 889=7-127 | 32,5 a=37
559 17, — 10 a=17 889 —25,8 a=—17
571 26, 5 ? 907 26, —17 ?
577 —19, 8 ? 919 35, 17 2d.c.i.
589=19-31 | 20, —7 a=13 937 32, 29 triv. mon.
589 —28, —13 | a=—41 949=13-73 | —28,5 a=-—23
601 —2% —1 2d.c.i. 949 35,23 2d.c.i.
607 26, 23 triv. mon. 967 —34, -7 ?
613 —28, —19 ? 973=7-139 | 29, —4 a=25
619 —22,5 ? 973 —19, 17 2d.c. i
631 29, 14 ? 991 35,26 ?
643 29, 11 2d.c.i. 997 23, =13 2d.c. 1.
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2. LES CORPS SAUVAGEMENT RAMIFIES

A chaque entier canonique unitaire f correspondent deux entiers
canoniques non unitaires, non équivalents, j f et j * B, et chaque classe
d’équivalence d’entiers canoniques non unitaires a un représentant unique
de cette forme. On associe ainsi a chaque corps sauvagement ramifié un
entier canonique unique « qui ’engendre et réciproquement.

Remarque 4.2 Si Og est trivialement monogene (définition 3.1), on a
4m = a* + 3 et inversement. Le cas est signalé dans [6].

Pour chaque nombre m < 2000, on a calculé les entiers canoniques
associés aux 2" corps sauvagement ramifiés de discriminant 81 m? (r est
le nombre de facteurs premiers de m; cf. corollaire 1.5). Si pour un nombre
m, 'un de ces entiers canoniques ne satisfait pas 'une des conditions
permettant de dire que I’anneau des entiers du corps qu’il engendre admet 2
comme diviseur commun des indices ou qu’il est trivialement monogene,
on a cherché les solutions (X, Y) de I'équation (3.11) avec 0 < X et
0 < Y < 301000 pour m < 511 et 0 < Y < 31000 pour 511 < m < 2000.
Pour chaque solution obtenue, on a calculé le polyndme irréductible du

X +1
Y
un générateur de I’anneau des entiers de Q (). On a ensuite cherché I'entier
canonique o associé¢ a Q (¢). (Cf. théoréeme 1.2).

X
nombre ¢ construit avec ($,0), ou f = 3 j+3 ?—jz; @ est donc

Les résultats sont les suivants:

m l X ‘ Y Irr (¢) a
— = | I

307 0 324 | 7 X3— 6447 X + 199243 j+18°

613 | 1160 | 13 X3—23907 X + 1422773 9/ +28;2

1159 | 2819 19 | X®—66063X+6535601 7j—302
1327 6287 31| XP—123411X+16687025 ~42j—23)2
1447 704 | 7 | X®—30387X+2038823 —2j—139;°
| | | j :

Une table analogue a celle qui a été dressée pour les corps modérément
ramifiés laisserait apparaitre, parmi les 257 corps sauvagement ramifiés de
discriminant < 817.1000%, 19 corps d’anneau trivialement monogeéne,
2 d’anneau monogéne (nontrivial), 88 ayant 2 comme d. c.1i., 130 ayant
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un anneau non monogeéne et ou 2 n’est pas d.c.i. et 18 dont on n’a pas
déterminé la nature de P’anneau, sinon qu’il n’est pas trivialement mono-
géne et que 2 n’est pas d. c. 1. |

Mmume M.-N. Gras, dans une étude sur le méme probléme [2], obtient,
grice notamment 2 un critére supplémentaire, des résultats plus nombreux
et plus complets. On renvoie & ce travail pour des tables plus fournies.
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