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sa mort, survenue en 1895. Ludwig Schlifli est I'un des plus grands mathé-
maticiens de son temps, et il faut le placer immédiatement aprés Euler
dans la hiérarchie des mathématiciens suisses. On lui doit de remarquables
découvertes dans tous les domaines des mathématiques: a coté de quelques
mémoires sur les fonctions elliptiques, la théorie des nombres et la théorie
des systémes d’équations algébriques, il s’est occupé avec brio de la théorie
des surfaces du troisiéme ordre, de la théorie des polyédres de l’espace
a n dimensions; il est le co-inventeur de la loi d’inertie de Sylvester; il a
découvert la non-orientabilité du plan projectif, la réduction des matrices
orthogonales; en géométrie différentielle, c’est lui qui a trouvé les conditions
pour qu’une variété soit a courbure constante (il faut que ses géodésiques
apparaissent comme droites dans un certain systétme de coordonnées).
Il s’est intéressé au probléme des rapports entre les formes non euclidiennes
et I’espace physique, etc. Apprécié a sa juste valeur par tous les grands
de la mathématique de son temps, il regoit en 1870, consécration supréme,
le prix Steiner de I’Académie de Berlin *. Vers 1850, Schlifli met la derniére
main a un manuscrit d’un intérét considérable. Il décrit lui-méme son
travail comme « ... visant a fonder et a développer un nouveau rameau
de I’analyse, qui soit, en méme temps, une géométrie analytique a 2 et
3 dimensions. Comme la géométrie ordinaire peut €tre nommée théorie
d’un continu trois fois étendu, j’ai nommé ma théorie, théorie d’un continu
multiplement étendu.» Malheureusement, 'ampleur du mémoire empéche
sa publication; il ne voit finalement le jour qu’en 1901, six ans aprés la
mort de son auteur.

Son importance pour notre histoire provient de ce qu’il contient la

n—1

relation Y (—=1)"a, + (=1)" = 1, qui est la généralisation du théoreme
1

d’Euler au cas de ’espace a » dimensions.

§ 4. — GAUSS-LISTING

Aprés un siécle d’histoire, le théoréme d’Euler a parcouru toutes les
étapes réservées a un honnéte théoréme: apparition empirique, énoncé
approximatif, démonstration dans un cas particulier, énoncé exact, généra-
lisation. On doit cependant remarquer que, pendant tout ce si¢cle consacré
au théoréme d’Euler, on n’a guére parlé de topologie; ni Euler, ni Legendre,

1 Voir J. J. Burckhardt, Ludwig Schlifli, Birkhaiiser, Basel 1948, 23 p.
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pas plus que Lhuilier, von Staudt ou Schlifli n’ont vu, ou signalé, le lien
entre le théoréme d’Euler et Vanalysis situs. Gauss et son éleve Listing
vont combler cette lacune. Commengons par quelques rappels biogra-
phiques. Gauss est né en 1777. Par son comportement, on peut le rattacher
aux savants du xvie siécle: il ne publie presque pas, communique Ses
découvertes — quand il les communique — par ses conversations et par
sa volumineuse correspondance. Il n’a guére d’éléves, tout au plus quelques
disciples et collégues. C’est en 1794, soit au début de sa carriére scientifique
que Gauss se lie d’amitié avec Uanalysis situs; il Iutilise pratiquement
et sciemment dans sa dissertation inaugurale de 1799, ou il démontre le
théoréme fondamental de I’algébre. A de nombreuses reprises par la suite,
il mentionne la topologie et son importance pour les mathématiques dans
sa correspondance et dans ses conversations '. L’extrait suivant, d’une
lettre de Gauss a Hansen, écrite en 1825, fait bien voir la conception qu’il a
de la topologie: « Vous avez entiérement raison de prétendre que dans toutes
les constructions de cartes, la similitude dans les plus petites parties constitue
la condition essentielle, que 1’on ne peut négliger que dans des circonstances
tout a fait spéciales. Il serait d’ailleurs utile de créer une dénomination
propre aux représentations qui remplissent cette condition. En outre, elles
ne sont que des cas particuliers de la représentation la plus générale d’une
surface sur une autre qui, a chaque point de I'une, fait correspondre un
point de I'autre, et ceci d’une fagon continue.»

Dans un travail publié en 1827, consacré a la théorie des surfaces, et
qui est I'un des principaux textes de Gauss, on voit le Prince des mathé-
maticiens poser et étudier le probléme de la déformation isométrique des
surfaces; c’est une étape indispensable, qui préfigure et annonce 1’étude,
plus générale celle-la, des déformations topologiques. Dans ce méme
travail, Gauss introduit la courbure totale d’une surface, qui tiendra un
si grand role dans le développement de la topologie. L’influence de Gauss
sur I’évolution de I'analysis situs apparait encore et surtout, a travers les
travaux de Listing et ceux de Mobius-Klein.

Johann Benedikt Listing est né en 1808. Il arrive & Gottingen en 1829;
il 'y devient €léve assidu de Gauss, qui lui parle notamment de topologie.
C’est Listing qui crée le mot topologie; on le trouve pour la premiére fois
dans une lettre qu’il écrit en 1836 & I'un de ses amis 2. En 1847, il publie
un ouvrage intitulé Vorstudien zur Topologie, qui consacre I'entrée officielle

1 Voir opuscule cité (p. 32-33).
% idem (p. 41-42).
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du vocable topologie dans le cortége des termes mathématiques. Voici,
tiré de I'introduction de ce livre, un passage significatif: « Lorsque I'on
consideére des formes spatiales, on peut se placer au point de vue de la
quantité ou a celui de la qualité. Aussi variées que soient leurs méthodes
et leur objet, les recherches de la géométrie accordent, dans leurs déve-
loppements actuels, la priorité a la premiére catégorie; aussi, la géométrie
a-t-elle de tout temps été regardée comme une partic de la science des
grandeurs, ainsi d’ailleurs que son nom l'indique. Le deuxiéme point de vue,
celui de la qualité, c’est-a-dire celui qui se rapporte aux questions de position
et d’ordre, ne fut étudié en géométrie que pour autant qu’il fiit possible de
I’adapter a celui de la quantité.»

Et plus loin: « Si I’on fait abstraction des quelques rares contributions
dont nous venons de parler, c’est de I’avenir que le coté qualitatif de la
géométrie attendra son développement. L’étonnement que peut engendrer
le fait que rien ne s’est accompli dans ce domaine du savoir, depuis l'insti-
gation de Leibniz, se tempérera peut-&tre si ’on songe aux multiples diffi-
cultés que 'on rencontre lors de la mise sur pied de méthodes efficaces
et convenables, permettant de ramener 'intuition spatiale a des concepts,
et a I'insuffisance de la langue. L’importance du sujet m’ayant été signalée
par le plus grand géométre de notre temps, je me suis essayé depuis longtemps
a lanalyse de certains cas qui relévent de cette science... Qu’il me soit
permis d’utiliser pour ce genre de recherches sur les complexes spatiaux
le mot topologie, en lieu et place de la dénomination geometria situs
proposée par Leibniz, qui rappelle I'idée de mesure et qui, en outre, se
rapproche par trop de I’expression géométrie de position, qu’il est d’usage
d’employer dans un domaine différent de celui que nous considérons.
Par topologie, nous entendrons donc I’étude des aspects qualitatifs des
formes spatiales ou des lois de la connexion, de la position mutuelle et
de 'ordre des points, droites, surfaces, corps, ainsi que de leurs parties
ou de leurs réunions, abstraction faite de leurs rapports de mesure et de
grandeur... Pour s’élever au rang d’une science exacte, vers lequel tout
semble I'appeler, la topologie doit chercher a ramener les faits, qui lui
sont suggérés par l'intuition spatiale, & des concepts aussi simples que
possibles...»

Le second travail topologique de Listing date de 1861. Dans ce tres
long mémoire, I'effort de Listing se porte sur ’extension du théoréme
d’Euler au cas des complexes spatiaux les plus généraux. Il essaye de déter-
miner linfluence de la nature topologique de chaque constituant du
complexe sur la caractéristique d’Euler, en faisant nommément appel a
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la topologie. Il attribue, & chaque constituant, un nombre, son ordre de
cyclodicité, & qui il reconnait la nature d’un invariant topologique. Cest
13 une nouveauté de taille. On doit toutefois préciser que Listing est passé
4 coté du probléme fondamental de la topologie des surfaces. En outre,
bien qu’il ait le premier mentionné dans ses ecrits cette surface que 'on
appelle le ruban de Mobius, il n’a pas congu, méme en principe, une théorie
topologique des surfaces non orientables.

§ 5. — RIEMANN

A. 1851 marque un tournant dans notre histoire. C’est au cours de cette
année que Riemann, Agé de 25 ans, écrit ses Principes fondamentaux pour
une théorie générale des fonctions d’une grandeur variable complexe (Dis-
sertation inaugurale); a cette occasion, Riemann est conduit a utiliser des
notions qui ressortissent, & Uanalysis situs. Cet événement est doublement
important. D’abord, parce que, dés maintenant la topologie cesse d’étre
un simple jeu de l’esprit pour devenir un auxiliaire précieux dans cette
théorie des fonctions, a laquelle le xixe siécle finissant consacrera le meilleur
de ses forces. Ensuite, parce que dorénavant les problémes topologiques
vont étre attaqués sur deux fronts; celui de la géométrie et celui de ’analyse.

Voyons pourquoi Riemann a besoin de topologie, et ce que la topologie
lui doit.

1. Etudiant Pexpression | f (z) d z, ol f est une fonction holomorphe

sur un domaine et ¢ une courbe fermée, il montre qu’elle est nulle, pourvu
que ¢ soit contour total d’une portion de surface. Lorsque ¢ ne remplit
pas cette condition, le théoréme conserve sa valeur grace a l'introduction
d’une ligne nouvelle — la section transverse — qui joint deux points situés
sur chacune des frontieres. En pratique, cette situation se présente quand
la fonction posséde une singularité, que I'on exclut a I’aide d’une courbe
fermée. Ainsi apparait en théorie des fonctions une classification des
surfaces: surfaces simplement connexes celles qui ne nécessitent aucune
section transverse, doublement connexes celles qui demandent une section,
etc.

2. Confronté au difficile probléme posé par les fonctions multiformes,
Riemann eut I'idée d’attacher a chacune d’elles une surface qu’on appelle
aujourd’hui la surface de Riemann de la fonction. Aux propriétés topo-
logiques de la surface de Riemann correspondent pour les fonctions des
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