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BEGRUNDUNG DER EULERSCHEN CHARAKTERISTIK
INNERHALB DER EBENEN ELEMENTARGEOMETRIE *

von H. HADWIGER

Im ersten allgemeinen Teil wird gezeigt, wie sich ein Miteinbezug der
Eulerschen Charakteristik innerhalb einer Elementargeometrie im Rahmen

~ der Schulmathematik vom hoheren Standpunkt aus rechtfertigen ldsst. Die
- sachliche Motivation ist vor allem durch den Hauptsatz gegeben, der ohne
. Beweis erldutert wird, der erkennbar macht, dass die drei Masszahlen,

Flicheninhalt, Umfang und Charakteristik zusammengehdren. Diese
bilden eine Basis im linearen Raum der additiven und invarianten Funktionen
ebener Figuren.

Im zweiten speziellen Teil wird eine elementare Begriindung, also
Existenz- und Eindeutigkeitsnachweis, fiir die Eulersche Charakteristik als
Funktion iiber dem Verband der Polygone der Ebene gegeben.

1. ALLGEMEINER TEIL

1.1 POLYGONVERBAND

E bezeichne die euklidische Ebene. Eine kompakte Punktmenge I < E
heisst polygonale Linie, wenn I eine disjunkte Zerlegung 3 in endlich viele
Punkte, genannt Eckpunkte, und in endlich viele eigentliche offene Strecken,
genannt Kanten, so gestattet, dass die Endpunkte aller Kanten der Eck-

- punktsmenge angehoOren. Die leere Menge @ ist eine polygonale Linie.
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Eine polygonale Linie erlaubt beliebig viele derartige Zerlegungen. Man
beachte, dass I eine Punktmenge, (I, 3) ein ebener, endlicher, schlichter
und geradliniger Graph ist. — Eine kompakte Punktmenge A < FE heisst
Polygon, wenn der Rand 6 4 eine polygonale Linie ist. Die Eckpunkte
beziiglich einer Zerlegung 3 von J§ 4 sind die Eckpunkte, die Kanten die
Randstrecken von A. Der offene Kern int 4, die Randstrecken und die

1 Referat an der vom Mathematischen Institut der Universitit Bern und der Zentral-
Syelle fir Lehrerfortbildung des Kantons Bern veranstalteten Tagung ,,Geometrieunter-
richt auf neuer Basis® am 7. Mirz 1973 im Institut fiir exakte Wissenschaften.
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Eckpunkte reprisentieren eine von J abhingige disjunkte Zerlegung des
Polygons 4. — Eine Randstrecke S von A heisst einseitig, wenn S N cl int 4
= S5, zweiseitig wenn S nclint A = ¢ ausfillt. P bezeichne die Klasse
aller Polygone der Ebene E, wobei noch @ € P gelten soll. Es gilt der
wichtige Tatbestand

(1.1) A,Be3 = AUB, AnBe'}},

wonach ‘} beziiglich der Bund- und Schnittbildung geschlossen ist. Struktur-
" missig ist (, U, N> ein distributiver Verband, so dass wir mit kurzer
Andeutung dieses mit (1.1) verbundenen Sachverhalts § auch Polygonver-
band nennen. — Ein konvexes Polygon ist ein Eipolygon und & < P soll
die Unterklasse aller Eipolygone anzeigen. — Ein Polygon C heisst im

Sinne der Elementargeometrie (kurz iSE) in die Polygone A, B zerlegt,
| symbolisch durch C = 4 @ B angeschricben, wenn C = A4 U B und
int (4 n B) = & ist. Ist CiSE in A4, B zerlegt, so ist A N B eine polygonale
Linie. Jedes Polygon A e P ldsst sich iSE in endlich viele Eipolygone
A; e R (1 = 1,..,n) zerlegen, symbolisch 4 = X7 4;. Eine kompakte
Punktmenge 4 < F ist genau dann ein Polygon, wenn sie sich als Vereini-
gung endlich vieler Eipolygone A4;e & (i = 1, ..., n) darstellen ldsst, so
das A = U A, gilt. Der Polygonverband ‘3 ist demnach auch deutbar als
der von den Elementen von & erzeugte Konvexring.

1.2 ADDITIVE FUNKTIONALE

Es bezeichne ¢ eine reellwertige Funktion ¢: 8 — R die jedem Polygon
A e P den Wert ¢ (A) zuordnet. Generell wird die Nullkonvention ¢ (&)
= 0 getroffen. Wir stellen ein der Verbandstruktur von 9P angepasstes
Additionstheorem ins Zentrum der zu entwickelnden Theorie. Ein Polygon-
funktional ¢ heisst additiv, wenn die Beziehung

(1.2) A, BeP = ¢ (A) + ¢ (B) = ¢(AUB) + ¢ (ANB)

uneingeschrinkt gilt. Von dieser Additivitit ausgehend lédsst sich in einheit-
licher Weise eine axiomatische Begriindung der drei iiber dem Polygon-
verband ‘B definierten fundamentalen Masszahlen gewinnen, wovon zwei
im Rahmen der schulmissigen Elementargeometrie der Ebene wohlbekannt,
die dritte aber bisher kaum erwidhnt oder gar in den Geometricunterricht
der Mittelschule miteinbezogen werden konnte. Es handelt sich um die drei
additiven Funktionale, die mit dem Fldcheninhalt F (A), der Randlinge
(Umfang) L (4) und durch die Eulersche Charakteristik y (A) fiir Polygone
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A € P gegeben sind. Es ist das Hauptziel dieser Ausfiihrungen, die elementare
Begriindbarkeit der Eulerschen Charakteristik y nachzuweisen, und erkenn-
bar zu machen, dass alle drei Funktionen F, L und y, vom passenden hdheren
Standpunkt aus betrachtet, zusammengehoren. In geeigneter Sicht lassen
sie sich als die bis auf unwesentliche Normierung einzigen verniinftigen
additiven invarianten Polygonfunktionale gewinnen. Das einfachste Unter-
scheidungsmerkmal ist ihr Homogenititsgrad. Ist 4 > 0 und zeigt 4 4 das
aus 4 vermdge Dilatation mit A aus 4 hervorgehende Polygon an, so heisst
o homogen vom Grade k, wenn ¢ (1 A) = A* ¢ (A) gilt. Es sind nur die
Grade k = 0, 1, 2 moglich, die den Funktionen y, L, F zukommen.

1.3 HAUPTKLASSE

Um eine sich schliessende Theorie additiver Polygonfunktionen auf-
bauen zu konnen, miissen zum Additionstheorem (1.2) noch zwei weitere
Bedingungen hinzutreten, die einerseits die wichtige, aber fast selbstverstind-
liche Invarianz garantieren, andererseits unerwiinschte pathalogische
Funktionen auszuschliessen vermogen. Ein Polygonfunktional ¢ heisst
bewegungsinvariant, wenn die Aussage

(1.3) A,Be3, A ~B = ¢@(A) = ¢(B)

gilt, wo die Aequivalenzbeziehung ~ die Kongruenz von Figuren in E
‘anzeigt. '

Ferner nennen wir ¢ bedingt beschrinkt, wenn
(1.4) A, CeR,AcC = |p(A)] < w(C)

‘gilt, so dass sich also eine nur vom Eipolygon C abhingige reelle Konstante
‘o (C) so angeben ldsst, dass fiir jedes in der Rahmenfigur C enthaltene
‘weitere Eipolygon A4 die angegebene Einschriankung besteht. Man beachte,
:dass beispielsweise fiir die Randlédnge L eine solche Beschrinktheit lediglich
‘bei Restriktion von B auf & giiltig ist, so dass L bedingt beschrinkt, nicht
‘aber beschriankt ist.

Die Hauptklasse $) sei die Menge aller additiven, bewegungsinvarianten
und bedingt beschriankten Polygonfunktionale.

Die drei kennzeichnenden Forderungen sind so gewihlt, dass sich ihr
‘Erfiilitsein von zwei Funktionalen o, Y offensichtlich auf eine Linear-
"ékombination o ¢ + i mit reellen Koeffizienten iibertrigt. Die Haupt-
‘Eklasse H: = {;(1.2), (1.3), (1.4) } ist ein Vektorraum iiber R.

R SR
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1.4 HAUPTSATZ

Die Hauptklasse $ verdient im Zusammenhang mit den drei funda-
mentalen Masszahlen y ,L, F ganz besonderes Interesse dadurch, dass der
folgende Hauptsatz gilt:

Ist ¢ € $ ein additives, bewegungsinvariantes und bedingt beschrinktes
Polygonfunktional, so lassen sich drei reelle Konstanten a, 5, y so angeben,
dass iiber dem Polygonverband ‘B die Identitit

(1.5) @ (A) = ay(A4) + BL(A) + yF(4)
besteht.

Die drei Funktionen y ,L, F bilden also eine Basis des Vektorraumes $
und es gilt dim $H = 3.

Es geniigen die drei Eigenschaften (1.2), (1.3), (1.4) eines Funktionals
¢, um den Schluss ziehen zu konnen, dass eine Darstellung (1, 5) giiltig ist,
wonach ¢ durch die drei fundamentalen Masszahlen ausdriickbar wird.

2. SPEZIELLER TEIL

2.1 KENNZEICHNUNG EINER CHARAKTERISTIK

Unter einer Charakteristik fiir Polygone verstehen wir eine Funktion
x: P — R, welche die nachfolgenden drei Forderungen erfiillt:

(2.1) x (@) = 0;
(2.2) Aef, A#¢ = y(4) = 1;
(2.3) A, BeP = y(A) + x(B) = y(AUB) + x(ANB).

Eine Charakteristik ist demnach ein liber dem Polygonverband definiertes
additives Funktional, das der Nullkonvention entspricht und so normiert
ist, dass jedem nichtleeren Eipolygon der Wert 1 zugeordnet wird.

Mit der Additivitdt und Berlicksichtigung der Sachlage, wonach jedes
Polygon als Vereinigung endlich vieler Eipolygone dargestellt werden kann,
folgt unmittelbar, dass y ganzwertig ist, so dass also y eine Funktion
y: P — Z darstellt. Es ist keineswegs selbstverstdndlich, dass eine derartige
Charakteristik, welche die drei aufgestellten Axiome (2.1), (2.2), (2.3)
befriedigt, existiert. Nachfolgend zeigen wir, dass dies in der Tat der Fall ist.
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