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CONSTRUCTION EXPLICITE DE CERTAINES IMMERSIONS
DE CODIMENSION 0 OU 1

par André GRAMAIN

Soient ¥ une variété différentiable compacte (avec ou sans bord) et
M une variété différentiable. Notons Imm (V, M) I'espace des immersions
de V dans M (muni de la topologie de la C"-convergence, r=>1) et
R(T(V), T(M )) espace des applications fibrées et injectives dans chaque
fibre du fibré tangent T (V) dans le fibré tangent 7' (M) (muni de la topologie
de la C"~*-convergence compacte). Soit enfin T : Imm (V, M) - R (T (V),
T (M)) Tapplication de dérivation. D’aprés les travaux de S. Smale et
M. Hirsch [2], on a:

THEOREME. — Si dim (V) < dim (M), ou bien si V est une variété connexe
a bord non vide et dim (V') = dim (M), [’application

T: Imm(V, M) - R(T(V), T(M))

est une équivalence d’homotopie faible. En particulier, elle induit une bijection
entre les composantes connexes.

Ce théoréme assure I’existence de certaines immersions. Ainsi, soit W’
une variété parallélisable connexe compacte de dimension n + 1; soit W
la variété a4 bord obtenue en otant & W’ lintérieur d'un (n+ 1)-disque
plongé. Alors, d’aprés le théoréme, il existe une immersion (étalement) |
de W dans R""'. Le but de cette note est de construire explicitement un tel

n+1

étalement lorsque W' = (S,)""".

1. La construction.

Soit V' une variété compacte connexe orientée de dimension n et soit
@ : D, — V' un plongement. Le complémentaire ¥ de ¢ (int (D,)) est une
variété a bord et ¢ induit un isomorphisme (changeant lorientation) de
S,—1 sur bV. Supposons données:

(a) une immersion f: V — R”",

(b) une homotopie réguliere F:1 x S,_, — R" entre fo ¢ | S,_, etle
plongement canonique p : S,_; — R".
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Soit W' = 8, x V' et soit W le complémentaire de I'intérieur d’un
disque plongé ¥ : D, ,, — W’. On va construire:

(a’) une immersion g : W — R"*1,

(b") une homotopie réguliere G : 1 X §, — R**! entre goy ] S, et le
plongement canonique p : S, —» R*™ 1.

La construction se fait en plusieurs étapes.

Premiére étape. Btant données V, f et F comme ci-dessus, construisons
une immersion f” : V' — R**! telle que /" (V) = {0} x R".

Supposons d’abord que ’homotopie réguliére F est constante au voi-
sinage de 0 et de 1. L’application F’ : I x S,_; — R""' définie par F’ (¢, x)
= (1, F (1, x)) est une immersion qui, pour ¢ = 0 (resp. 7=1) est orthogonale
a {0} x R" (resp. {1} x R". Soit, d’autre part, p’: D, » R""*
un plongement tel que p’ | S,_, s’identifie a 'application (1, p) :S,-; —
{1} x R" et qui soit orthogonal a cet hyperplan et dans le demi-espace
[1, > [ x R" au voisinage de S,_;. Les applications p’ (du disque) et
F’ (de la couronne) se recollent pour donner une immersion de D, dans
R"*1. Cette immersion et f'se recollent pour donner une application continue
V' — R"*1, En arrondissant 'aréte bV, on obtient 'immersion f” (fig. 1).

Deuxiéme étape. Etant donnée une immersion /' : V' — R""! telle que
f/ (V)< {0} x R", on va construire dans la deuxi¢éme étape I’immersion
g : W - R""! et, dans la troisiéme étape, ’homotopie réguliére G.

Soient A et B les arcs [0, 7] et [n, 2n] de S;. Prenons pour W la réunion
de 4 x V' et B x V. Soit N:V' — R Je champ des vecteurs normaux
orientés de longueur 1 de I'immersion f’. Il existe un nombre réel ¢ > 0
tel que Papplication k : [—1,1] x V' — R""! définie par k (¢, x) = f (x)
+ et N(x) soit une immersion. Fixons & pour que cette condition soit
réalisée et prenons pour g ] A x V' Tapplication (nt, x) — k (¢, x). Consi-
dérons d’autre part une immersion 4 : S; X V — R"*! obtenue 2 partir de
f par rotation autour d’un (n—1)-plan P de { 0} x R" qui ne rencontre pas
S (V). On modifie & pour qu’elle se recolle a g l A X V' en insérant deux
petits cylindres [0, e] X V' et en modifiant le paramétrage par un difféo-
morphisme convenable de S, (fig. 2). On n’a plus qu’a arrondir les arétes

de bW. Bien qu’on ne l'ait pas fait, il est clair que la construction peut étre
entierement explicitée.

Troisiéme étape. Prenons [0, 1] X D, comme modéle de D, .. Soit
Y : D,yy — W' Tapplication définie par (¢, x) = (1+1) 7, ¢ (x)) €
Sy * V' 1lest clair que c’est un plongement et que W = W’ —  (int (D, , 1)
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On veut construire une homotopie réguliére de go Y ] S, au plongement
canonique.

Cette homotopie réguliére commence par rétracter le cylindre g (B X bV)
le long de la rotation qui a servi & définir g. Notons r la rotation d’angle =
autour de P et i le vecteur (1,0) de R X R”. L’extrémité de ’homotopie
réguliére est 'immersion g, : S, - R"*! ainsi définie:

g1(1,x) = rofog(x), pour (1,x)e{1} x D,,
g, (t,x) =rofoep((x) +e(l-=0i, pour (t,x) el x S,_,
9:(0,x) = r(foe(x) + eN(p(x))) + 2¢i, pour (0,x)e{0} x D, .

La deuxiéme partie de ’homotopie réguliére consiste & déformer g,
en I'immersion g, définie par:

sur {1} x D,etl x S,_,, g, et g, coincident,
pour (0,x) € {0} x D,,ona g, 0, = r(fop () — eN (o ().

L’application g, est bien définie puisque N (x) = i pour x € V. C’est une
immersion d’aprés ’hypothése sur e. L’homotopie réguliére est la déforma-
tion affine de g, en g,. C’est bien un chemin dans les immersions si ’on a
choisi ¢ assez petit.

L’application g, se prolonge en "immersion G, : D, . , — R"" ! définie par

G,(t,x) = r(foo(x) +e(t—1)N(p(x))).

Ce prolongement G, permet de construire la troisiéme partie de I’homotopie
réguliere qui déforme g, en p.

2. Applications.

Application au tore (S;)"*".

En utilisant la construction »n fois, on obtient une immersion (explicite)
de (S,)"*! troué dans R"*! et ’homotopie réguliére du bord du trou au
plongement canonique qui permet de continuer. Le point de départ est un
plongement f:[—1,1] > R du demi-cercle (identifié a [—1, 1]), et une
homotopie réguli¢re (évidente) de f ] { —1,1} aTapplication — frestreinte
au méme sous-espace. On utilise ici le fait que, dans Imm (S,, R), le plon-
gement canonique et le plongement retourné ont méme classe. On peut aussi,
pour ce premier pas, appliquer la méthode ci-dessous.

Application a W' = §; X S,.

Dans ce cas, on briile la premicre étape de la construction. On part
directement d’un plongement 7’ : S, - R"*! qui envoie un hémisphére |
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dans Ihyperplan {0} x R". La construction donne alors I'immersion
g : W — R""!, Elle donne en plus une homotopie réguli¢re de g [ bW au
plongement retourné de S, dans R""'; ceci constitue une démonstration
du fait que S, x S, est parallélisable (cf. [3]).

Application a W' = §, X S,.

La deuxiéme étape de la construction s’applique en remplagant S, par
S,- On obtient ainsi un étalement de W = S, X S, — int (D,,,) dans
R?74, Identifions bW a S,.,_; avec son orientation (qui est I'opposée de
celle de I'identification ). Si p et g sont pairs, 'immersion g | bW est de
degré 3 d’aprés le théoréme de curvatura integra. Sa classe est donc —u
(voir [1], II1.4), ot u est la classe du plongement retourné. Au contraire, si
p est impair, la classe de g l bW est u (d’aprés [1], V, prop. 6 et 7). Pour
p = 1, la troisiéme étape de la construction donne une démonstration élé-
mentaire de ce fait. Si I’on regarde bien, on y utilise une homotopie régu-
liere entre le plongement canonique et le plongement retourné dans Imm
(S,, R). Cette troisiéme étape ne se généralise pas directement aux entiers
impairs p > 1. Si ’on savait démontrer élémentairement que g ’ bW a pour
classe u, on aurait une démonstration élémentaire de la parallélisabilité de
S, xS, pimpair ([3]). Pour cela, il suffirait de démontrer que le plongement
¢:8,_1 X S, = RP"*comme bord de D, x S, est régulirement homotope
au plongement cos, ol s:S5,_; xS, — §,_; x §, est un changement
d’orientation sur le premier facteur.
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