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SOMMES DE CARRES D’ENTIERS D’UN CORPS p-ADIQUE

par Claude MOSER

RESUME

On se propose de présenter, dans cet article, une étude aussi complete
et ¢lémentaire que possible de I'anneau formé par les entiers d’un corps
p-adique qui sont sommes de carrés d’entiers. Aprés avoir donné des résul-
tats généraux sur cet anneau, on recherche pour tout n > 1 quels sont les
entiers qui sont sommes de n carrés d’entiers, et si un entier est somme de n
carrés, on cherche a le représenter comme tel.

1. INTRODUCTION

Le premier intérét de ce travail est de constituer une étape préliminaire
pour I’étude des sommes de carrés d’entiers d’un corps de nombres: on sait
qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu’un élément totalement
positif @ d’un corps de nombres K soit somme de n carrés dans K, est que a
soit somme de n carrés dans chaque complété p-adique de K; c’est 1a une
application directe du principe de Hasse [1], [4]. Ce principe n’est plus
applicable en général lorsqu’il s’agit de représenter un entier comme somme
de carrés d’entiers. Il n’en demeure pas moins qu’une condition nécessaire
pour qu’un entier @ d’un corps de nombres K soit somme de n carrés d’en-
tiers de K, est évidemment que a soit somme de » carrés d’entiers dans
chaque complété p-adique de K. Signalons d’ailleurs que la condition est
suffisante pour n = 4 si le discriminant de K/Q est impair, cf. [3].

Le second intérét réside dans le caractére élémentaire de la démarche
utilisée: si on peut considérer, en écho aux méthodes générales de C. Riehm
sur la représentation d’une forme quadratique par une autre [6], que notre
probléme est un cas particulier de celui de la représentation entiére d’une
forme du type aX? par une forme X7 + ... + X2, la recherche explicite
d’une telle représentation utilise en fait les calculs que nous faisons.

On congoit que I'essentiel des difficultés réside dans le comportement
des corps dyadiques, c’est-a-dire les extensions finies de Q,, et que les résul
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tats dépendent étroitement de la ramification et de I’extension résiduelle du
corps K considéré. Mais ces facteurs ne suffisent pas: intervient aussi la
propriété pour —1 d’€tre « plus ou moins loin » d’€tre un carré dans K.
C’est pourquoi nous utilisons constamment la notion de défaut quadratique
introduite par O. T. O’Meara [4].

Nous avons cru intéressant d’étayer les démonstrations de quelques
exemples numériques simples qui permettent au lecteur de se rendre compte
du caractére effectif de la méthode utilisée.

1.1. Notations générales et rappels

K désignera un corps p-adique, d’anneau des entiers 4; on notera:

B I’idéal maximal de A4;
une uniformisante de A4 (choisie une fois pour toutes);

.3

K le groupe multiplicatif de K;

v : K —» Z la valuation normalisée de K;

U - le groupe des unités de A4;

K le corps résiduel de K;

f le degré résiduel [K:F,];

e I'indice de ramification absolu de K sur Q,;

d la partie entic¢re de ¢/2;

A, le sous-anneau de 4 formé des sommes de carrés d’éléments de 4 ;

V le groupe des unités de 4,;

V I’ensemble des unités de 4, qui sont sommes de n carrés d’él¢-

ments de A (pour n>1);

s(A) la « stufe » de A4, c’est-a-dire le plus petitentierntelque — 1€V, ;

t(A) le plus petit entier z tel que tout élément de 4, soit somme de
n carrés d’éléments de A.

1.1.1. Lemme de Hensel. Soit ¢ (X) un polynéme a coefficients dans A.
Soit ay € A tel que v (go (ap)) soit strictement supérieur a 2v (¢’ (ap)). Alors
la suite { a, },.x définie par :

an+ 1 = an - QD (an) (QDI (a"))— '

converge dans A vers un zéro de ¢ (X ). De plus si a est la limite de cette suite
on a les inégalités :

v(a—ag) = v(e(ap)) — 2v(e' (ap) > 1.

Pour une démonstration voir [3].
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1.2. Extensions cycliqueé de corps locaux

1.2.1.  Proposition. Soit L une extension finie et cycliqgue d 'un corps local
K et soit Ngjp Lo K ["application norme. On a les égalités :
(U(K) : NL/K(U(L))) = e(L/K).

Pour une démonstration voir [7], ou [4] pour le cas particulier d’une
extension de degré 2.

1.2.2.  Proposition. Soit p un nombre premier. Pour tout n > 1il existe une
extension non ramifiée (unique a isomorphisme prés) de degré n de Q,.
Cette extension peut etre décrite comme étant le corps de décomposition

. A pn___ .
sur Q, du polynome X X. Elle est cyclique.

Pour une démonstration voir également [4] et [7].
1.3.  Le défaut quadratique (cas dyadique, p=2)

Dans tout ce paragraphe on considére des corps dyadiques, c’est-a-dire
des extensions finies du corps Q,, complété 2-adique du corps des rationnels.

- La notion de défaut quadratique et les résultats qui la concernent sont dus
- a O’Meara (cf. [4]).

1.3.1. Définition. Soit u une unité de A qui n’est pas un carré dans A.

- On appelle défaut quadratique de u, et on note 6 (u), le plus grand entier n
- tel que la congruence

u = x? (mod P")

~ait une solution dans A. (Si u est un carré dans A, on convient de poser & (u)
- =+ 0o0).

|

!

1.3.2.  Proposition. Soit u une unité de A.

1. Pour que u soit un carré dans A, il faut et il suffit que la congruence

u = x*>(mod 4PB) ait une solution dans A, (autrement dit la condition
0 (u) >2e + 1 équivaut a la condition 6 (u) = + o).

2. Siu satisfait a 6 (u) < 2e, alors 6 (1) est un nombre impair.

3. L’extension quadratique K (\/ u)/K est non ramifiée si et seulement

- sionad(u) = 2e De plus, si deux unités ont pour défaut quadratique 2e,

~leur produit est un carré.
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4. Soit a un élément de A tel que v (a) soit impuair. Alors 6 (1+a) = v (a).

Remarquons d’abord que toute unité u a un défaut quadratique car du
fait que K = K?, toute congruence # = x* (mod ) a une solution dans
A. De plus le défaut quadratique d’une unité u ne dépend que de sa classe
modulo les carrés d’unités. Soit u une unité telle que 6 (¥) = m et soit
y e U. Posons 6 (uy?) = n. A partir des représentations: u = x* + x,n"
et y*u = z* + z,7" on déduit les égalités:

yu = x*y* + x,y*n2™,  ce qui implique m < n;

u=(zy H% + z,y7 27", ce qui implique n < m; d’oll m = n.
1

1. Soit u une unité de A4 telle que 6 (1) > 2e + 1. Quitte & multiplier
u par le carré d’une unité, on peut supposer qu’on a:

u=1+4nb, avec beA.

Dans I’anneau de séries formelles Q [[7 1] I'élément 1 + 4T est le carré
de I’élément:

© 1 /1\ /1 1
1+4T)'2 =1 — (2 z=1). (s —n+1)aT";
dren et 5 G) Gt )

on vérifie sans peine que pour tout » > 1 on a:

AR ) arr = (=it (") 1
aG)G 1) ) e = o ()

: .. (2n
[C’est un bon exercice de montrer que le coeficient b1nom1al( >est tou-
n

jours pair, et qu’il est multiple de 4 si et seulement si n n’est pas une puis-
sance de 2]. Maintenant, dans ’espace ultramétrique complet 4, la série de

n
terme général a, =1 et a, = (—1)""! < )n"b" (n>1) est convergente.
n

On conclut a I’égalité:

(CAR)1 +4nb = {1 + > (=1 <2nn> n"b"}2.
n=1
Cette formule rend « explicite » ’extraction de la racine carrée, en ce sens
qu’il est possible, pour tout » >0, de trouver le terme de rang » du déve-
loppement de Hensel d’une racine carrée de 1 + 4rnb.
Réciproquement, si # est un carré d’unité, il est clair que la congruence:
u = x> (mod 4 P) a une solution dans A.
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[Pour une autre démonstration de cette assertion voir [4] pp. 160-163
4 qui sont empruntées les démonstrations des assertions 2) a 4).]

2. 1l suffit de montrer que si la congruence u = x> (mod $*9) (a<e)
a une solution dans A4, il en est de méme de la congruence: u = x?
(mod B2+ 1), Quitte, encore, 2 multiplier u par le carré d’une unité, on peut
supposer quon a u = 1 + yn** avec y € 4. Si y n’est pas une unité, il n’y a
rien & démontrer. Au contraire si y est une unité, il existe une unit€ w et un
entier 7€ A tels que y = w? + nt et u = 1 + w?n?® + m** "', Cest-a-dire

u = (14+wn®? + m®**t = 2wn® = (1 +wn®)* (mod P>**1),

car on a v(tn***'—=2wn") >min {2a+1,eta} >2a+1. On a donc
o) >1 + 2a.

3. Siu = y*+ 4z est une unité de A4 telle que 6 (u) = 2e, alors z est
1 - :
une unité et u n’est pas un carré dans 4. De plus, B (y+ \/ u) est eéntier sur A.

Son polyndme irréductible sur 4 est X2 —yX —z dont le discriminant est u.
C’est dire que K (\/ u) est une extension quadratique non ramifiée de K.

Réciproquement, soit u# une unité non carrée de A4 telle que K (\/ u)
soit non ramifiée sur K. Quitte a multiplier u par le carré d’une unité, ce qui

. ne change pas I’extension K (ﬁ), on peut supposer qu'on a u = 1 + 7

aveca = 0 (u)etbe U.Posonsc = —1 + \/; et désignons par v : (K (\/;))
— 7. la valuation normalisée de K (\/ u). Puisque I'extension K (\/ u)/K est

- non ramifiée, v coincide avec v sur K. Si on avait v (¢) < e on aurait a
AN

= 2v(c) < 2e, ce qui est impossible d’aprés 1’assertion 2. ci-dessus. Par
A

~ conséquent on a v (¢) > e et a > 2e. Ceci implique a = 2e puisque u n’est
~ pas un carré dans A.

‘ La dernicre partie de 3. résulte de I'unicité de I’extension non ramifiée
de degré 2 de K.

4. Si ae A est de valuation impaire v (a) < 2e, il est clair qu'on a
0 (1+a) > v (a). Raisonnons par I’absurde et supposons qu’existe b e A
- tel que 1 + a soit congru a (1+5)? modulo p***@, On aurait v (b (b+2))
- = v(a). L’hypothése v (b) > e implique v (a) > 2e tandis que ’hypothése
v (b) < e implique v (a) = 2v (b). Ces deux hypothéses contredisent la
~ définition de a. Par conséquent, on a § (1+a) < v (a).
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