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- THEOREME 5.3. Pour geLP(I), 1 <p < oo, le probléeme (5.45) admet
une solution ¢ (g) unique dans LP ().
On a en outre :

(3.51) ¢ (9) ] <cllgll

Lp(92) Lp(I')

- Remarque 5.5.

On peut en outre montrer que dans les conditions du Théoreme
précédent:

(5.52) 51P B ($) € LP (Q).

Remarque 5.6.

Si en particulier ge L* (I'), alors la solution faible de (5.44) vérifie:
peL?*(Q), 612 B(p)eL*(Q) (donc 6% A ¢ eL?(Q)).

Il ne semble pas que ’on puisse définir ™ dans ces conditions. Mais
A

0
si geLP(I"), p > 2, alors on peut définir —;—)~ dans un espace de distribu-
v

tions sur I', par adaptation des méthodes de Lions-Magenes [1].
Pour d’autres résultats et d’autres applications de l'interpolation non
linéaire, cf. L. Tartar [2].

6. PROBLEMES DE GESTION OPTIMALE ET INEQUATIONS VARIATIONNELLES

6.1. Un probleme de gestion optimale *)

Soit s 'instant initial, s € [0, T'] et soit x le stock de produits & I’instant s.

On se donne un processus de Wiener f(¢) (f(0) = 0) qui représente
la demande cumulée jusqu’a linstant ¢; si 'on pose:

(6.1) Ef@) = u()

on a:

(6.2) E(f(O) —u®(f(s) = p(s)) = [5 ¢ 6 () dr.

1) Les résultats des n° 6.1 et 6.2 sont dus 2 Bensoussan et ’auteur [2]1[3] et a Bensoussan,

Goursat et ’auteur [1]; nous renvoyons aux articles détaillés des ces auteurs pour les
(Iongs) détails techniques.

L’Enseignement mathém., t. XIX, fasc. 1-2. 11
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On se donne des temps d’arréts en nombre fini mais quelconques, avec:
(6.3) 0<T; <1, <. <; <ty T pss.

et des v.a. wy ... Wi aeenn wy avec w; adaptée a f(¢), te [0, 7,].
La suite (finie) t;, w; est la variable de controle (stochastique).
L’état y (t) du systéme est donné par'

(6.4) y(t)-x—(f(t)—f(S))+Zw T << Tigg

Soit ¢ — N (¢) une fonction de R — R, de classe C!, > 0, telle que
N () désigne le colit d’une commande de produits a I'instant t.
La fonction coiit du probléme est alors:

(6.5) Ji((taw) = E [zzv(ra + 171y (1) dt]
ou
(6.6) 1(2) >0, A— I(}) continue , I (0) = 0,

[ étant décroissante si A <0, croissante si A > 0.

Pour fixer les idées:

6.7) [0) = c, A= + ¢, A%, ¢, >0, ¢; >0.
On pose:
(6.8) w(x,s) = inf J5 ((7;, wy);

(i wi)

notre objet essentiel est d’obtenir une caractérisation fonctionnelle de w
(fonction définie sur R ,x]0, T [).

Nous renvoyons a Bensoussan et Lions [2] pour la vérification du résul-
tat suivant:

(6.9 w(x,t)<<N(@#)+ inf wx+&,2),VxeR,te]0,T],

=20
(6.10) —%—‘;——1 2(1‘) +,u(t)——\l(x) xeR,te]0,T],
(6.11) w(x,t) = N(¢) + inf w(x+¢, t) pour x <X, (1),
£20
2
(6.12) ~—aa—:}—%az(t)g 3 m(t)—— = [(x) pour x > X, (¢),



— 159 —

(6.13) w(x,T) = 0.

Nous allons maintenant montrer comment les égalités et inégalités
%(6.9) ... (6.13), caractérisent la fonction w (pourvu d’ajoutér des condiﬁons
1de croissance a l'infini en x sur w). L’unicité résulte des raisonnements
i probabilistes conduisant aux inégalités précédentes. On donne seulement
‘dans la suite des indications sur Pexistence d’une solution.

'6.2. Réduction a une inéquation quasi variationnelle d’évolution

On introduit:

w

Les conditions (6.9) ... (6.13) deviennent:

(6:15) u(x t) <1+ inf u(x+f t)

=1
ou | _(x)

(6.16) —a—t—}—A(t)u <f(x,t), f(x,t) = N
6.17) w(x,t) = 1+ inf u(x+6,1), x < 5, (1),

Ex1
| ' ou
(6.18) — 5;—*— A@)u = f pour x > X, (1),
(6.19) u(x,T) =0,
ou A(t) est défini par:
| 1 Zq) op N’ (t)
6.20 A — - > X _
(6.20) (e = 50 (t) 5 1 () v NGO

On va maintenant transformer (6.15) ... (6.19) en une inéquation quasi
‘variationnelle.

: Remarque 6.1.

La transformation simple (6.14) a pour seul but de transformer (6.9)
en (6.15). La condition (6.9) conduit 2 introduire I'ensemble des fonctions
@ sur R, a croissance convenable & I’infini, et telles que: |
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(6.21) @ (x) < N(t) + inf ¢ (x+9),
‘ £20

ensemble qui dépend de t; sous la forme (6.15), cela revient & prendre
N (¢t) = 1 dans (6.21) et I’ensemble correspondant ne dépend plus de t;
cette simplification est techniquement utile.

On va utiliser des espaces fonctionnels hilbertiens contenant des poids
choisis de manieére que /(x) appartienne a ces espaces.

Pour 4> 01), on pose:

(6.22) m, (x) = exp(—4|x))
et I'on introduit:
(6.23) H;, = {¢|m; peL* (R)},
do
(6.24) V, = {§0 I ¢ e H,, 'd—'EH).};
x
espage H, est un Hilbert pour la norme |m,o|=|¢]|, (ou

|m, o |* = [T2m5(x) ¢ (x)*dx) et V, est un Hilbert pour la norme:
1/2
)

6.26 1 du dv x [du
(6.26) bz(t;u,v)=—oz(t)jkmi——bf~—dx—laz(t)jR'mi— — )vdx
2 le dx

do
dx

(625) lolls = (10f +

Pour u, veV,, on pose:

dx dx
du N' ()
+ p(t) janfl(—J);)vdx TN fr m3uvdx.

On vérifie que u, v — b, (¢; u, v) est une forme bilinéaire continue sur
V, et on a fait ce qu’il fallait pour avoir:

(6.27) b, (t;u,v) = [gm; (Auyvdx

(si par exemple v est & support compact et u assez réguliere).
On introduit:

(6.28) M(@)(x) = 1 + inf ¢ (x+9),

E>0

K= {p|loeV,, o <M (x)}

1) On pourra prendre A arbitrairement petit.
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ce qui définit un ensemble convexe fermé non vide de V.
On considére alors I’ «inéquation quasi variationnelle d’évolution »
~ suivante : trouver une fonction ¢t — u(¢) de [0, T] > V,, telle que:

| (6.29) u(t)eK p.p.,

- (6.30) — (%(t),v—u(t)) + b, (t;u(t),v—u(t))
> (f(2),v—u(?));, Vv <M (u)
- (6.31) u(T) = 0.

Remarque 6.2.

Il s’agit d’une « quasi inéquation» — I’inéquation variationnelle
correspondant au convexe K étant obtenue lorsque dans (6.30) on prend
v dans K, i.e. v < M (v) (au lieu de v < M (u)).

On va maintenant donner quelques indications bréves sur la solution
de la quasi inéquation précédente. On renvoie a Bensoussan-Goursat-
Lions [1] pour la comparaison entre la solution de I'inéquation et de la
quasi inéquation.

Commengons par le cas stationnaire.

On a alors une forme b, (4, v) coercive sur ¥, et on considére la quasi
inéquation:

(632) b/l (U,'U—ll) = (fav - u)). ’ Vv <M(l{),
u M@ ,uveV,.

On montre existence d’une solution u >0 lorsque f est donnée >0,
par le procédé itératif suivant; on part de »° solution de:

(6.33) b, W, v) = (f,v),,VveV,

puis ’on définit u' par la solution de I'indguation variationnelle:

(6.34) b, (', v—u") >(fiv—u"),, Vv avec v <M u°),
ut <M W)

et 'on définit de proche en proche u" a partir de " ~* par la solution de
I'inéquation variationnelle: |
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(6.35) | b, (W v—u"y = (f,o—-u"),, Vo< Mu" ™",
W' <MWY,
On démontre que:

(6.36) vl T SRS T VY ey

vV
-

et que " demeure dans un borné de V,. Donc:
u" — u dans V, faible, u satisfait a (6.32) et u est > 0.

Dans le cas d’évolution on introduit (Cf. Bensoussan-Lions [3]) les
solutions faibles de la quasi inéquation, de la méme fagon que la solution
faible des inéquations. On considére la classe de fonctions:

ov
(6.37) ”//={v|v,a—teL2(O,T;Vl),v(T)=0}.

Supposons que u soit solution de (6.29) (6.30) (6.31) et calculons la
quantité:

(6.38) X = j'OT[__ (g,v_u> + b, (t;u, v—u) — (f,v—u),l] dt,
A

ve? v < M(u).

On a:

(6.39) Y = jOT{— (%,v—u) + b, (t;u,v—u) — (f,v—u){l dt+ Y,
i

2

Y v (0) — u (0)

>O.
2

0 1
j0T<-— -a—t(v—u),v — u)ﬁdt = 5

D’aprés (6.30) le premier terme du deuxieme membre de (6.39) est > 0,

et par conséquent X > 0.
On définit alors une solution faible du probleme (6.29) (6.30) (6.31)
comme étant une fonction u telle que:

(6.40) ueLl* (0, T; V), u <M,
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(6.41) L’Tl:_ <f_”,v_u> + b, (G v—u) — (f, v—u){l dt >0
A .

ct

Yoey , tel que v < M (u).

On montre encore (cf. Bensoussan, Lions [3]) lexistence d une solution
u >0 de (6.40) (6.41) lorsque f est donnée = Q.

Le principe d’une démonstration est d’utiliser un processus d’itération
analogue a (6.35) mais ou I’on doit alors régulariser M de fagon convenable
(pour que I'inéquation varationnelle correspondante admette une solution
forte). Une autre démonstration repose sur la méthode des différences
finies.

 Remarque 6.3.

Naturellement on rencontre les problémes analogues en dimension
quelconque d’espace — la dimension de I’espace correspondant au nombre
de biens a gérer. On rencontre aussi de nombreuses autres fonctionnelles
M correspondant a diverses situations économiques. Nous renvoyons a
Bensoussan, Lions [2]; on trouvera dans M. Goursat [1] I’étude de I’appro-
ximation numérique de la solution de ces inéquations quasi variation-
nelles.

Remarque 6.4.

Les inéquations variationnelles, stationnaires ou d’évolution, inter-
viennent dans de nombreux problémes de Physique et de Mécanique
(cf. Duvaut, Lions [1] et la bibliographie de ce livre, C. Baiocchi et
E. Magenes [1], H. Brezis et G. Duvaut [1], H. Brezis et G. Stampacchia [1]).

6.3. Problemies de temps d’arrét optimal
On a montré dans Bensoussan-Lions [1] comment des problémes de

temps d’arrét optimal se raménent a 1’étude d’inéquations variationnelles
du type suivant:

ov
(6.42) ~<5,7)—u> + b, (tu,v—u) > (f,v—u),, Vvek,
p
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ou

(6.43) Ky = {v|v<0pp.,veV,},
avec:

(6.44) u(t)ek,

et une condition de croissance pour |u(t) [ ; lorsque t - + o (] u(t) ] 2
doit croitre moins vite qu’une exponentielle convenable).
On a montré que ce probléme admet une solution unique.

Remarque 6.5.

Pour un probléme analogue en théorie des jeux, nous renvoyons a
A. Friedman [1]. Pour des résuitats supplémentaires de régularité, cf.
A. Friedman [2].
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