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CHAPITRE PREMIER

CORPS FINIS (RAPPELS)

Ce chapitre résume les propriétés générales des corps finis. Rappelons
que d’aprés le théoréme de Wedderburn, tout corps fini est commutatif
(pour une démonstration, voir par exemple [1], pp. 35-37, ou [19], p. 1).

§ 1. Classification des corps ﬁnfs.

1.1. Soit k un corps fini. Sa caractéristique est certainement différente
de 0; c’est un nombre premier p, et le sous-corps premier de k s’identifie a
F, = Z/pZ. Notons f le degré de I’extension k/F,; k est isomorphe, en
tant qu’espace vectoriel sur F,, au produit direct de f exemplaires de F;
en particulier:

PROPOSITION 1. — Si q désigne le nombre d’éléments de k, on a q = p’.

Considérons alors k*, groupe multiplicatif de k; il est d’ordre ¢ — 1;
on a donc, pour tout élément a de k*, g?~1 = 1, et a fortiori a? = a;
comme cette égalité reste vraie pour a = 0, elle est vérifiée par tout élément
de k; en conséquence:

PROPOSITION 2. —- Si Q désigne une cléture algébrique de k (donc aussi de
F,), k est égal a l’ensemble des racines dans Q du polynéme X% — X. En
particulier, k est le corps de décomposition dans Q du polynéme X1 — X, et
tout corps fini ayant méme nombre d’éléments q (donc méme caractéristique p)
que k est nécessairement isomorphe a k.

Pour k = F,, l'identit¢ a? = g s’écrit a” = a, et constitue le petit
théoréme de Fermat sur les restes modulo p. Pour k quelconque, la propo-
sition 2 permet d’écrire

X' -1 =[] (X-a); X'-X =[][(X—a);
ack* aek
la premiére de ces deux égalités montre que les fonctions symétriques élé-
mentaires des éléments de k* autres que le produit sont toutes nulles, et que
le produit de tous les éléments de k* est égal & — 1; pour k = F,, cette
derniére propriété constitue le théoréme de Wilson sur les restes modulo p-
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1.2. Soient maintenant p un nombre premier, f un entier > 1, et
posons g = p’. Désignons par Q une cloture algébrique de F » €t notons k
Pensemble des racines dans Q du polyndéme X? — X. Ce polyndme ayant
toutes ses racines simples (son dérivé vaut — 1), on voit que card (k) = g¢;
de plus, g étant une puissance de la caractéristique, on a, quels que soient a et
b dans k,(a+b)! = a? + b? = a + b; on a évidemment aussi (ab)? =
a'd? = ab, et k est un sous-corps de Q; en particulier:

PROPOSITION 3. — Quels que soient p premier et f >> 1, il existe un corps
fini possédant exactement q = p’ éléments.

Ce corps est unique a isomorphisme prés (prop. 2); on le note généra-
lement F,.

1.3. Mémes données que dans la section précédente. Soient f; et f,
deux entiers > 1, et posons, pour i = 1, 2,

q; =q’; k =F, cQ;

on a alors évidemment [k; : F ] = f;. Si k; < k,, la multiplicativit¢ du
degré montre que f; divise f,. Inversement, supposons que f; divise f5;
on peut écrire f, = mf;, donc g, = ¢q,;™; si aek,, on a alors a” = a
(prop. 2), donc a" = g” = q, et par conséquent a € k, (prop. 2); ainsi,
k, < k,. Au total (et en conservant ces notations):

PROPOSITION 4. — L’inclusion k, < k, équivaut a la relation f, divise f,,
donc a la relation q, est une puissance de q,.

COROLLAIRE 1. — Soient respectivement f et f le p.g.c.d. et le p.p.c.m.de
fietf, Posons ¢ = q'',q = ¢,k =¥, , k" = F,. Alors l'intersection
et le composé de k, et k, sont respectivement k' et k.

§ 2. Groupe additif et groupe multiplicatif d’un corps fini.

Soit k un corps fini & ¢ = p’ éléments.

2.1. L’extension k/F, étant de degré f, k est isomorphe, en tant qu’es-
pace vectoriel sur F,, et a fortiori en tant que groupe additif, au produit
direct de f exemplaires de F,; en conséquence:

PROPOSITION 5. — Le groupe additif k* de k est un groupe de type

Py ) (f fols).
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