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| 0. J’ai montré que si une extension K, ne vérifie pas ces conditions, on peut
f toujours obtenir une base d’entiers de K, en complétant une base des entiers
L de K._,, sous-corps de K, de degré p"~ 1, avec ¢ (p") conjugués d’un méme
entier.
Je tiens a exprimer ma profonde reconnaissance a M. le professeur
' Chatelet pour I'attention constante qu’il a manifestée a cette étude et pour
les nombreux conseils qu’il m’a donnés.

Je remercie vivement M. le professeur Parizet qui a bien voulu examiner
ce travail et faire partie du jury.

Je remercie également M. le professeur Bantegnie pour ses encoura-
“gements et M. le professeur Hellegouarch pour les entretiens qu’il a bien
}"Evoulu m’accorder lors du commencement de ce travail.
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CHAPITRE PREMIER

SUITE DE CORPS CYCLOTOMIQUES ASSOCIEE
A UNE EXTENSION CYCLIQUE DE DEGRE p" SUR Q

I.1. RAPPELS ET NOTATIONS

Le corps des rationnels sera noté Q. Si n est un entier positif et ¢ une
‘racine primitive neme de 1, Q (&) est le neme corps cyclotomique et sera noté
uQ (n). Le degré, [Q(n): Q], de Q(n) sur Q est ¢ (n), ¢ est Iindicateur
‘d Euler. Si n est impair, on a Q (n) = Q (2n); c’est le seul cas ol Q (n)
i= Q) avec n # n'.

&
— désigne I’anneau des classes résiduelles modulo » et <~> est I’en-
n n

Bsemble des classes résiduelles modulo 7, premieres avec n. Cest aussi le
boroupe multiplicatif des éléments inversibles de — .
. n

2 (n) est une extension abélienne de Q. On notera G (n) son groupe de

g . . Z\*
Galois. A tout automorphisme o de Q (1) correspond un élément de (—) ,
' n




a, défini .par o () = &% Cette correspondance est un isomorphisme de
groupes ne dépendant pas du choix de la racine primitive néme; £ On

Z *®
confondra par la suite les groupes G (n) et <—> (cf. [1] chapitre VI).
n

Définition et propriétés des sous-groupes T (n, d)

Soit d un entier divisant #n. On posera:

sk

Z 0
T(n,d) = {h,he (—) ,h =1(d)}. T (n, d) est le noyau de I’application
n

Z b3 Z K
de <—> sur <E> faisant correspondre a toute classe 2 modulo n, la classe /4,

n
@ (n)
@ (d)
Tout élément de T (n, d) laisse invariant g4 qui est une racine primitive
deme de 1. Le sous-corps de Q(n), corps fixe de T'(n, d) est donc Q2 (d).

Soient d et d’ deux entiers divisant #.

k
modulo d, contenant 4. C’est donc un sous-groupe de (—) , d’ordre
n

n

On a: T(n,d) A T(n,d’) = T(n, PPCM (d, d"))
et T(n,d).T(n,d") = T(n,PGCD(d,d")).

La premicre égalité est immédiate. On peut s’assurer de la deuxiéme en
constatant d’une part que: 7 (n,d). T(n, d") = T (n, PGCD (d, d’)) et que
d’autre part I'égalité: ¢ (d) ¢ (d') = @ (PPCM (d,d")) ¢ (PGCD (d,d")) et
T(n,d)-T(n,d") _ T(n,d")

T(n,d) - T(n,d)nT(n,d")
conclure que T (n,d) . T (n,d") et T(n, PGCD (d, d’)) ont le méme nombre
d’éléments.

On déduit de cela que:

I’'isomorphisme: permettent de

Q) nQ(n') = Q(PGCD (n,n"))
et
Q(n)-Q2(n") = Q(PPCM (n,n")).

En effet Q (n) et Q (1) sont inclus dans Q (nn"). Le sous-groupe de
G (nn") formé des Q (n)-automorphismes est 7 (nn', n). Le sous-groupe de
G (nn') formé des Q (n) N Q (n')-automorphismes est T (nn', n) . T (nn’, n')
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et de méme le sous-groupe des Q (1) . Q (n')-automorphismes est T (nn', n)
A T (nn', n'). Ceci permet de parler du plus petit corps cyclotomique conte-
nant une extension abélienne de Q.

Z *
Structure des groupes <—>
n

Soit n = pit ... pim la décomposition de n en facteurs premiers. Alors

n . .
—r—i>, [ variant de 1 a m.

i

Z *
<—) est produit direct des sous-groupes T <n,

En effet:

n n n
T<”>—r-) N I <T<n, «;—)) = T(n, —;) NT(n,pJ) = T(n,n) = 1.
p; Ty D’ Py

%k
Précisons que si & est un élément de (—) et st h = hh,...h, est sa
n

s ! " o« n X . .
M écomposition dans les sous-groupes T (n,—7>, c’est-a-dire si
I 12

i

_ n
%€ T(n, 7) on a alors &= h; (p;?).

pi'
Y n Z\*
L’application 6; de T (n, r‘> sur < r,> qui a tout €lément 4~ de
pi't p;’
| n . Z\*
T (n,l—)Tl) fait correspondre la classe A’ de <T> contenant 4 est un iso-
i pi'

morphisme et sa restriction a T(n, ﬁ) a pour image T (p;’, p;’) pour
pi 1 14

out s; compris entre 0 et r,.

: . (LN
Rappelons que si p est impair (”7) est cyclique.
p

ri
i

Si p; est impair et si 4 appartient & T <n, >, pour tout s; compris entre

L 5i—1 \ .
I et ry, hPimDP; est congru a 1| modulo pi, donc appartient 2




6

n
T

n,

n n
>. Comme d’autre part T (n, —r) est cyclique, T(n, — ) et
pi’ pi'

ri—s;
l

bi

E n )((pi— D pi)

T\n,—
p;i’

*) possédent le méme nombre d’éléments.

ri—sg
Pi

n
d’éléments de T(n, r,>.
pi’

n
T(n, , S‘> est donc lensemble des puissances ((p;—1)p;i~')eme

Z *
Rappelons que si r = 3, (57> est produit direct de { — 1,1} et de
T2,4). Sip, =2, r;,=3, posons a, = 0, 1 (=1); T(n, %) est produit

n
direct de {ay, 1} et de T(n, F) qui est cyclique. Pour tout s; entre 3

et r,, T(n, > est alors ’ensemble des puissances (25~ ?)eme d’éléments

n
2ri“Si

n : . i
de T (n, ) C’est aussi I’ensemble des puissances (25~ ?)eme d’éléments

n
de T(n, F).

I.2. PLUS PETIT CORPS CYCLOTOMIQUE CONTENANT UNE EXTENSION
ABELIENNE DE DEGRE p' SUR Q

ProrosiTION 1.1.

Soit » un entier positif, p un nombre premier impair, K une
extension abélienne de degré p" sur Q, Q2 (n) le plus petit corps
cyclotomique contenant K. Alors # est de la forme n = p°pp,... P
et vérifie les conditions:

— ==y 4+ I,
— 5 # 1.

— Les p; sont des nombres premiers distincts et congrus a
1 modulo p.

*) G(n) désigne le sous-groupe de G formé des puissances ne™e d’éléments de G.
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Le théoréme de Kronecker permet d’affirmer qu’il existe n' tel que
Q (n") contienne K. Soit n’ = p“pi* ... p,™ la décomposition de »’ en facteurs
premiers et soit S le sous-groupe de G (n') constitué par les K-automor-
phismes.

/

1. Montrons que st p; = 1 (p), alors K < Q(
pi*

] n, ‘ n/ ) nl
§ montrer que T(n’, T) < S; soit he T(n’, —;), puisque T(n’, u.> est
. b’ pi’ pi’

) Il est équivalent de

I d’ordre (p;—1)p{i~*, on aura donc: h®i~ urfit! o Low) (Lo désignant
f I’identité sur Q (n')). St o est la restriction de # a K, on aura également
 g(7i~ V7T = 1, Dautre part ¢” = 1 puisque K est de degré p" sur Q.

’1 Comme (p;—1) pii~1

= lgethelS.

et p” sont premiers entre eux, on en déduit que

R ct i . et

’

n .
u-—1)' Cela revient a
12

J
1
|
|
4

E
1
4

2. Montrons que si p;=1(p), alors K = Q(
p

n’
. démontrer que T(n’, u,~1) c S.
pi'

!’
n : .
, —r_—l), puisque ce sous-groupe est d’ordre p{‘~ !, on aura

14

# Soit he T(n’

édonc R = 19(,,) D’ol, ¢ étant la restriction de 4 & K, o%' ' = lg.

¢ D’autre part o?” = 1, pour la méme raison que précédemment. Comme
p“‘ ! et p" sont premiers entre eux, ¢ = I et he S.

,‘i 3. Montrons que s =r + 1, c’est-a-dire, montrons que si u >r + 2

nl
alors K < Q< u_r_l).
p

\
J n, nl r
4En effet si u>r + 2, T( p“*’"1> = T(n’,;)“”“l)" ). Tout élément

/

i SRR ok T e AR 7 R e

1
J N N .

w;h eT(n', est donc une puissance (p")eme. Il en est de méme de la
‘1

srestriction de h & K qui est I'identité de K, puisque K est de degré p" sur Q.
1_‘On a donc T(n', un _1) cS.
P

J 4. Montrons enfin que s # 1.

gPour cela, montrons que si u = 1, alors K < Q(I—?-) Si u =1, alors
’ ;
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n/
T(n’, —> a pour ordre p — 1 et comme p — 1 est premier a p", on en déduit

nl
T<n’,—> cS.
p

ProrositioN 1.1 bis.

Soit r un entier positif et K une extension abélienne de degré 2"
sur Q, Q (n) le plus petit corps cyclotomique contenant K. Alors n
est de la forme n = 2°p,p, ... p,, et vérifie la condition

— 0=s=7r + 2.

— Les p; sont des nombres premiers impairs distincts.

La démonstration est analogue a la précédente. Pour montrer que s = r + 2,
on constate que si u =r + 3 et si n’ = 2% pi* ... p,™, alors

n’ n'\?*"
T\n', o—=|=T\{n, | .
2u r 214

I.3. SUITE DE CORPS CYCLOTOMIQUES
ASSOCIEE A UNE EXTENSION CYCLIQUE K,

DEFINITION ;

Soit K, une extension cyclique de degré p" (p premier) sur Q.
Pour i entre 1 et r soit K; I’unique sous-corps de K, de degré p' sur Q.
Soit Q (n;) le plus petit corps cyclotomique contenant K ;. On appellera
« suite de corps cyclotomiques associée a K, » la suite des r corps
Q (n)).

PropoSITION 1.2.

Soit  un entier positif et p un nombre premier impair. Soit K,
une extension cyclique de degré p" sur Q. Soit (Q (n ))141 _, la suite
de corps cyclotomiques associée a K,.

Alors les n; vérifient les conditions suivantes:

1.2.A. Pour tout i de 1 a r, la décomposition de n; en facteurs
premiers est n; = p“p; ... p,,; la suite (m;); ; ., est non décrois-
sante. La suite (u;), _; , est non décroissante, éventuellement nulle.
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Si les u; ne sont pas tous nuls, soit / le plus petit entier tel que u; # 0.
On a alors u; = 2 et u;,; = u; + 1 pour tout 7 entre [ et r — 1.

I[2.B. Sij=m;alors p,=1(p"~""").

Démontrons tout d’abord le

LemMme I.1.

Soit K une extension abélienne de Q. K. un sous-corps de K
de degré p" sur Q, cyclique sur Q; pour 1 =i =r, soit K; 'unique
sous-corps de K, de degré p* sur Q.

Soit ¢ un automorphisme de K. Alors pour tout 7 entre 1 et r, o' est
un K,-automorphisme si et seulement si ¢ est un K, _;-automorphisme.

Notons S; le sous-groupe de G (K/Q) (groupe de Galois de K sur Q),

- formé des K;-automorphismes. Soit o € S,_;; S. est d’indice p’ dans S,_;

r—i»

donc ¢?' € S.. Réciproquement, si o” e S,, alors la restriction de o & K,
o ( K,, est un élément d’ordre inférieur ou égal & p* dans G (K./Q). Puisque
- ce groupe est cyclique d’ordre p', alKr est une puissance (p"~P)eme et

-

O-ELS

r— i

Démonstration de la proposition 1.2

S; désigne maintenant le sous-groupe de G (n,) formé des K -auto-
morphismes.

Condition 1.2.A. D’aprés la proposition 1.1, les n; sont de la forme

;= p“py..p,,. Puisque K; K, alors Q (n,) < Q (n;,,) et n; divise
 n;44. Les suites (u;) et (m;) sont donc non décroissantes.

Supposons que les u; ne soient pas tous nuls et montrons que u; = 2.

- Si aucun des u; n’est nul, c’est-a-dire si / = 1 alors u;, = 2 est une consé-
 quence immédiate de la proposition 1.1. Si / = 2, on a donc

u_y =0 et Kl—l = Q(p1pz~~~Pm,)

- C’est-a-dire

|

Sl—l = T(”r? P1P> "'pmr) .

{ Soit i€ T(1,, p"pps .. p,); h st une puissance (p—1) p)eme d'un élément
T de T'(n,, p1ps - Pu,). Or t€S,_, et d’aprés le lemme L1, 7 € S, donc
 he S,

L’Enseignement mathém., t. XVIII, fasc. 1. 5
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On a donc
T(n,, p’p1Ps .- Pm,) S S
d’ou

K, = Q(p°p, o Pm,) et U =2, |

D’autre part, d’aprés la proposition I.1, u; # 0 implique u;, = 2. |
Supposons u; =2 et montrons que u;,; = u; + 1. Cette égalité
équivaut aux deux relations

Kivi € Q2(p“pipa --'Pm,)
et

N

Ky Q(Pui+1P1P2 -~-,Pm,)

Premiere relation :

Supposons que
Kivy = Q(p"'p1ps - Pm,)
c’est-a-dire
Siv1 2 T(ny, p""p1D2 - P,) -
Soit
heT(n, p" " 'pips ... D)) -

Comme u; =2, ”»e T (n,, p““pips ... P,) d00 "€ §,;,, et he S,; d’apres
le lemme I.1. Ceci prouverait que K; < Q (p“ " 'p,p, ... Pm,)» €€ qui contredit
la définition de u;.

Deuxieme relation :

On a
K; = Q(p"'pips - Pm,)
d’ou
S; 2 T(n,, p**p1P; - Pm,)
et

Si?” 2 T(n,, p"'pipy -+ Pw)? = T(ny P 'p1P2 - D))

D’autre part d’apres le lemme I.1: S;.; 2 S,
On a donc:

Siv1 2 T(n, P 'pips oo D))
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et

K1 = Q""" 'pips cev Dm,)

nr
Condition 1.2.B. Si j=m,, alors K; & Q(—

) c’est-a-dire
Pj

n, . e
S; P T(n,,—) D’aprés le lemme I.1, ceci implique que
| J
n \@=H n, (p7) o
S, & T<nr, —r—> et comme S, 2 T(n,,——) on en déduit que

lp_]

(p7—1) . \@" n

nl‘ . . r r
T(n,, —) contient strictement T(n,, ——) . Or T (n,,; est un

Dj J

(p?)
4 n, ,
groupe cyclique d’ordre p; — 1 et T(n,, p-—) est d’ordre
f J
pPj — 1
 PGCD (p;— 1, p%)

.

On a donc:

PGCD(p;—1,p") >PGCD (p;—1,p" ™
1f?d’0il
pj = 1(pr—i+1)

. PrROPOSITION 1.2 bis.

Soit 7 un entier positif et K, une extension cyclique de degré 2"

sur Q. Soit (2 (n ))1=i =, la suite de corps cyclotomiques associée
a K.. Alors les n; vérifient les conditions suivantes:

1.2.4 bis. Pour tout i de 1 a r, la décomposition de n; en fac-
teurs premiers est n; = 2“p,p, ... p,.; la suite des (m;); _;_, est
non décroissante. La suite des u; est non décroissante, éventuellement
nulle. Si les u; ne sont pas tous nuls, soit / le plus petit entier tel que
u, #0:

— si [ = r alors u; = 2 ou 3.

— st [ <ralors u; = 3 et u;., = u; + 1 pour tout i tel que
r>i=|

I12.Bbis. Sij=m;alorsp;=1Q2 71,
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Montrons que u; = 3. Si [/ = 1 c’est une conséquence immédiate de la
proposition L1 bis. Si [ =2, soit he T (n,, 2°p; ... p,,,). h est le carré d’un
elément t €7 (n,, py ... Pp,)-

Or S,y 2T, py ... Pm,), donc 1€ S;_; et he S, d’aprés le lemme I.1.
D’ou:
T(n,,2°p;...pw) =SS, et K, = Q2% ...0m,) - |

Montrons que si [ < r, alors u; = 3. |
En effet supposons u; = 2, alors K; € Q(2%p, ... p, ) C'est-a-dire S,
= T (n, 2°p; ... py). Or T(n,p;..p,) est produit direct de T (n,

22p1...pmr) et d’un sous-groupe {1, g, } d’ordre 2. On a donc ag =1 et
aye S, Dol a5 € S, d’aprés le lemme I.1. D’oli:

T, py...Pm,) €S, et K, = Q(p;...Pm,)

ce qui contredit la définition de .
Pour montrer que u;,; = u; + 1 pour tout i entre / et r — 1, on utilise
comme précédemment I’égalité:

T(n,, 2"py ... pw)® = T(n,, 2" py o Py

La démonstration de la condition 1.2.B bis est analogue a celle de la
condition 1.2.B.

I.4. SYSTEME DE GENERATEURS DE S,. CAS OU p EST IMPAIR

n
Si u, # 0, G (n,) est produit direct des sous-groupes T(n,, :)
p r

nr . . b
et T(n,, —~>J variant de 1 & m,.

bj

n
Si u, = 0, G (n,) est produit direct des sous-groupes T(n,, —r>,
pj

j variant de 1 a m,. 7
n, )
—W) et pour tout j entre

/

b, désignera un générateur de T(nr,

n
1 et m,, ¢; un générateur de T <nr, —r>.

Dj
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 PRoOPOSITION 1.3.

Soit K, une extension cyclique de degré p" sur Q (p premier
impair) et soit (Q (n )1 =i 1asuite de corps cyclotomiques associée
ak.

— Dans le cas ou 2 =u, =r, il existe des nombres «;, pour
j=0cet2=j=m, tels que S, soit engendré par:

(el cloby,cie;; 2 Sj < m, ).
oo vérifie la condition:
I3.4:0,=0(p" 1 et ap % 0 (ph.
Les o, pour 2 = j =< m,, vérifient la condition:
1.3.B: Sim;_; <j=m, alors o;=0(p" ") et «; % 0(p").

— Dans le cas ou u, = r + 1, il existe des nombres «;, pour
1 =j =m,, tels que S, soit engendré par: { b§’, boic;; 1 =<j =m, ;.
Les o;, pour 1 == == m,, vérifient la condition I.3.B.

— Dans le cas ou u, = 0, il existe des nombres «;, pour 2 =
= m,, tels que S, soit engendré par: {c{’,c{c;;2=j=m,}. Les
a;, pour 2 = j = m,, vérifient la condition 1.3.B.

Démontrons tout d’abord le lemme suivant:

‘ LeEmME 1.2.

| pr—l+1 pr—1

— Siu, #0,5" eS etbl '¢S.

. ) r—i+1 r—i
| — Sim;_; <j=m;alors c} eS,etci ¢85,

Supposons par exemple 2 = u, = r. On aura alors, d’aprés la condition
12A u, =r—1+4+2cet2=1[=r Il découle de la définition de / que

n, n,
Kl_1§Q<u> et KZ$Q<“>>
p P

‘ L
. Cest-a-dire:

n, n,
ki Sl—l =2 T(I’lr, T> et Sl $ T(n,, > .
; p*r p*

¥

ji 9 N ) . e eqe
{ Dot by e §,_ et by ¢S, et 'on obtient le résultat en utilisant le lemme I.1.




. ni’ nr
De méme, si m;_; <j=m,; alors K,_, = Q(—) et K; & Q<~>
Pj Pj

n, n, C, 5
D’ou T(n,, —> c S;_; et T(n,, —) ¢ S;. Ce qui équivaut encore a :
Pj

Dj

c;eESi_yetc; ¢S,

Démonstration de la proposition 1.3

Soit {eg, ey, ... e, } une base du Z-module Z™ ! et u lapplication
Z-linéaire de Z™ ™1 sur G(n,) telle que p(e,) = b, et u(e;) = c; pour
tout i entre 1 et m,.

Pour tout sous-groupe S de G (n,), les groupes-quotients de Z™*! par
pn~ 1 (S) d’une part et de G par S d’autre part sont isomorphes. Posons
H, = p~'(S,) et cherchons une base {fo,fi, ...
que possible.

Les conditions du lemme 1.2 sont équivalentes a:

“leg ¢ H.,.

r—i+1

mr

r—1+1

— P
— Sim;_; <j=m; alors p

eo€ H, et p"
e;€ H, et p’—iej ¢ H,.

On peut préciser de plus, que 2 = [ implique n, premier & p et comme on
ne peut avoir ny = 1, py divise donc ny et my = 1. On aura donc p'e, € H,

et p""le, ¢ H,.
Cherchons une base de H,: {fo,fi, .- f,,,r} telle que la matrice de
(f1,f0> f2s - fin,) Par rapport a (ey, e, e,, ... €, ) soit triangulaire c’est-
a-dire:
Ji = aj e
fi= 2 aje
0<k<j
On a
Zmr+1 G nr
Detd = |] Iajjl——-Card( >=Card ( )= -
0<j<m, Hr ¥
Donc a,; divise p" et comme d’autre part p"~ ‘e, ¢ H,, on en déduit que :,i.

| aqq | = p" et | ajj] = 1 pour tout j différent de 1.
On peut donc choisir a;; = p', a;; =
pour tout j différent de 1.

Si m;_; <j=m,; multipliant ’égalité f; = o,e; + e;, par p
p'~ %, on constate que a;p" " *Tle; e H, et o;p
et o; == 0(p’). On obtient de méme oy =0 (p

r—i+1

1) et ag E 0(p)

} de H, aussi simple |

1 et f; de la forme f; = a;e; + ¢;

ou
"“le, ¢ H,. Do o;=0(p'™ ")

|

S S A i S e

T,

TN
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L’ensemble des u (f;), j de 0 a m,, est un systeme de générateurs de S,.

Dans les autres cas, on procéde de la méme fagon: si v, = r + I, on
al=1,b5eH, et bg’* ¢ H.. On place donc b, en premier, c’est-a-dire
| que 'on cherche une base (fo, /1, ... fm,) de H, telle que la matrice 4 de
| (f0, f15 - fu,) Par rapport & (e, €y, €5 ... e,,) soit triangulaire.

: Remarque : S, n’est pas en général, produit direct des sous-groupes
b cycliques engendrés par chacun des générateurs obtenus.

1.5. CONSTRUCTION D’EXTENSIONS CYCLIQUES K, DE DEGRE p' SUR QO
DANS LE CAS OU p EST IMPAIR

gl

~ ProposITION L4,

Réciproquement, soient p un nombre premier impair,  un entier
positif (2 (n ))1—i—, une suite de corps cyclotomiques vérifiant
les conditions I.2.A et 1.2.B.

— Si 2 =u, = r, soient des nombres «,, vérifiant la condition
1.3.A, et «;, pour 2 = j = m,, vérifiant la condition I.3.B. Soit S, le
sous-groupe de G (n,) engendré par: { c§’, coby, cVec;;2 =j=m,}.

, — Si u, = r + 1, soient des nombres «; pour 1 =j;=m,
| vérifiant la condition 1.3.B et soit S, le sous-groupe de G (n,) engendré
par: { b5, bgic;;1 =j=m,}.

— Si u, = 0, soient des nombres o;, pour 2 = j = m,, vérifiant
la condition 1.3.B et soit S, le sous-groupe de G (n,) engendré par:
{cf,cfie;;2 =j=m,}.

Soit enfin, K, le sous-corps de Q(n,), corps fixe de S,. Alors:

1 K, est une extension cyclique sur Q, de degré p". La suite de corps
cyclotomiques associée a K, est la suite (Q (1)) ;-

- Supposons 2 =u, ==r, utilisons a nouveau I’application p de Z™ *!
sur G (n,) définie dans la démonstration précédente. Soit H. le sous-module
- de Z™ ™! ayant pour base: (fo, f1, ... fn,) aVec fy = pley, et f; = aze; + e;
. pour tout j différent de 1. On a u (H,) = S, et d’autre part les conditions
- 1.3.A et 1.3.B impliquent que:

— p e e H et p ey ¢ H..

e Ta
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— Sim;_y <j=m;alors p’"*le,e H et p"le; ¢ H,.

On en déduit tout d’abord que (p—1)p"~'"le, € H, et compte tenu de
la condition I.2.B (p;—1)e; € H, pour 1 =j =m,. Le noyau de u qui a

pour base: {(p—1)p" """ ley, (py—1) ey, ... (P, —1) €, } est donc contenu
dans H,.

~1 zml . . G(n)
On a donc H, = u~* (S,) et est isomorphe a

Le degré de K, sur Q est donc égal a

G(I’l,.) Zmr+1
Card = Card == pF,
S, H,

mr+ 1

Comme p'~le, ¢ H, est donc un groupe cyclique. K, est donc

cyclique sur Q.

Soient H; les sous-modules de Z™ *1 ayant pour bases { p'eq, fo, /2, -
Jm, }» 1de 1 ar. Soient S; les sous-groupes de G (n,) définis par S; = u (H))
et K; les sous-corps de Q (n,) corps fixes de chacun des §;.

Pour tout i de 1 a r, H; contient H,, donc K; est un sous-corps de KX,.
L’indice de H, dans H, est p"~ ¢, donc K est le sous-corps de K, de degré p°
sur Q.

On a pr " legeH. et pleg¢ H,. Dot b5 '"'eS, et b2 '¢S,. Donc

pp-1r e g T<n,, ﬁ) ¢ S, dou K, & Q(") .
p s p .

De méme si m;_; < j=m;, on a alors cﬁr_lﬂ €S, et cj?r_l¢S,, et compte

tenu du lemme L1, ¢; € §;_; et ¢; ¢ §;, c’est-a-dire:

n, n,
Ki~1§Q<—> et Ki$£2<~>
Dj Dj

(@ (n;))1 =i —» est donc la suite de corps cyclotomiques associée & K.
Dans les cas u, = 0 et u, = r + 1, la démonstration est analogue.
1.6. SYSTEME DE GENERATEURS DE S,. CAS OU p = 2

Si K, est une extension de degré 2" sur Q, cyclique sur Q, on peut de la
méme fagon donner un systéeme de générateurs du sous-groupe S, de G (n,).
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On notera comme précédemment c; un générateur de T{n,,—|.
J

nl‘
Si u. =0, G(n,) est produit direct des sous-groupes T (nr, —>

pj
J variant de 1 a m,.

n, .
Siu, =2, a, désigne I’élément de T(n,, 5;) tel que a, = — 1(2").
. n, o
Si u. = 2, a, engendre T<n,,Z> et G (1) est produit direct de

n n’r . b
T(n,, 4—r> et des sous-groupes T(n,, —> ,jde 1 am,.

Pj

n
Si u, =3, T(n,.,2—:;> est produit direct de {a, 1} et de

n,
T nr,im .

, n
On notera a, un générateur de T (n,, —i) G (n,) est alors
2Ur 2

produit direct des sous-groupes cycliques:

n .
{ag, 1}, T<n,, —u-—r_—2> , et T<n,., ﬂ> ,
24 pj

J variant de 1 a m,.

ProrosIiTION 1.3 bis

Soit K, une extension cyclique de degré 2" sur Q, et soit
(Q (n ))1—i— la suite de corps cyclotomiques associée a K..

— Dans le cas oit3 = u, =< r + 1, il existe des nombres o, g, o,
pour 2 = j = m,, tels que S, soit engendré par:

{ o coa, cf3a;, clic;;2 =j=m, }.

oo Vérifie la condition: oy == 0 (2"~ 1).

a, vérifie la condition:

| I3.Abis: ag=0(2""1) et ay &= 0(2).

Les o, pour 2 = j =< m,, vérifient la condition:
13.Bbis:Sim;_y < j=myalorso;==0Q2" eta, = 0.
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— Dans le cas ot u, = r + 2, il existe des nombres «;, pour
0=j=m, tels que S, soit engendré par: { ay,™a,, a(')“fcj; 1 =]
=m, }.

o, vérifie la condition: oy = 0 (2"~ 1).

Les «;, pour 1 = j = m,, vérifient la condition 1.3.B bis.

— Dans le cas o u, = 2, 1l existe des nombres o;, pour 2 =
= m,, vérifiant la condition 1.3.B bis et tels que S, soit engendré par:
{ ¢ lag, clic;;2 =<j<=m, }.

— Dans le cas ou u, = 0, 1l existe des nombres «;, pour 2 =j
= m,, vérifiant la condition 1.3.B bis et tels que S, soit engendré par:

r a. s e
{ e, clic;;2 =j=m,}.

On démontre tout d’abord le lemme suivant:

LeMME 1.2 bis

. ,2l‘—l+1 lzr—l
— Dans le cas ol u, = 3, a, = 1 et a, ¢ S,.

— Dans le cas ot u, = 2, ay ¢ S,.

) . r—i+1 r—i
— Sim;_, <j=m;alors c; €S, etc; ¢S,

En effet si u, > 3, la condition 1.2.A bis implique u, = r — [ 4+ 3. 2"~ !*!

l
€ S,, alors:

n @r=h n
T(n,, ‘—‘—’;—2* =T n,, - - S,. .
21 2

D’ou K, < Q (;) et Q (n,) ne serait pas le plus petit corps cyclotomique

est donc de Pordre de a, et d’autre part, si aj

: ) n
contenant K,. De méme si u, = 2 et a, € S, alors on aurait K, < Q (4—’) .

Le reste de la démonstration est identique a la démonstration de I.3.

I.7. CONSTRUCTION D’EXTENSIONS CYCLIQUES DE DEGRE 2' SUR Q
PrOPOSITION 1.4 bis

Réciproquement, soit r un entier positif et (Q (n;));_;_, une
suite de corps cyclotomiques vérifiant les conditions [.2.A bis et
1.2.B bis.

— Si 3=u, =r + 1, soient des nombres: o, = 02" 1), g,
vérifiant 1.3.A bis, «;, pour 2 = j = m,, vérifiant 1.3.B bis. Soit S,
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le sous-groupe de G (n,) engendré par:
{ ¥, cia, chag, clic;; 2 =j =m, }.
— Si u, =r+ 2, soient des nombres oo=0(2"") et a
, pour 1 = j = m, vérifiant 1.3.B bis. Soit S, le sous-groupe de G (n,)
1 engendré par: { ag™ao, agic;; 1 =j=m,}.
— Siu, = 2, soient des nombres o;, pour 2 = j = m,, vérifiant
1.3.B bis. Soit S. le sous-groupe de G (n,) engendré par:
{ " lag, clic;;2=j=m,}.
— Si u, = 0, soient des nombres «;, pour 2 =j=m,, Véri-
fiant 1.3.B bis. Soit S, le sous-groupe de G (»,) engendré par:
{c¥, clc;;2=j=m,}.
Soit enfin, K, le sous-corps de Q (n,), corps fixe de S,. Alors:
K. est une extension cyclique sur Q, de degré 2". La suite de corps
cyclotomiques associée & K, est la suite (2 (1;)); —i -

I.8. NOMBRE D’EXTENSIONS ASSOCIEES A UNE MEME SUITE
DE CORPS CYCLOTOMIQUES

ProrosiTiON 1.5.

Soit p un nombre premier impair et (Q (1)1 2i—r une suite
de corps cyclotomiques vérifiant les conditions I.2.A et 1.2.B. Le
nombre d’extensions K, de degré p" sur Q, cycliques sur Q, admettant

la suite (Q (n )1 =i comme suite de corps cyclotomiques associée
est:

— Dans le cas ott 2 = u, =< r:

qD(pr—l+1)q0(pr)m1——l n QD(pr_H-l)mi_mi_l

2<i<r
— Dans le cas ot u, = r + 1, et en posant m, = 0:
H (p(pr—i+1)mi—mi__1

1<i<r
— Dans le cas ot u, = 0:
gD(pr)ml—l H (D(pr—i+1)mi—mi_1

2<i<r

Si par exemple, 2 = u, = r, on peut remplacer dans le systéme de géné-

r o oan+k pr X a_‘"l'k r
rate}l{fs de S, donné en 1.3, cfob, par ¢*""Fb, c*c, par ¢ ey, .. et
choisir ainsi des o;, compris entre 0 et p". Vérifiant cette condition supplé-
mentaire, les valeurs de o; sont alors déterminées de fagon unique par le
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choix d’un sous-groupe S,. Il suffit alors de chercher le nombre de valeurs
que peuvent prendre les «; vérifiant cette condition, I.3.A et 1.3.B.

PRrROPOSITION 1.5 bis.

Etant donnée une suite de corps cyclotomiques (Q ("))1 =iz
vérifiant les conditions I.2.A bis et 1.2.B bis, le nombre d’extensions
K., de degré 2" sur Q, cycliques sur Q, admettant comme suite de corps
cyclotomiques associée, la suite (Q (1)1 =i ©St:

— Dans le cas ou 3 =u, =<r + 1:
2r—l+1 2(r—1)(m1—1) II 2(r-i)0nr-mi—1)

2<i<r

— Dans le cas ott u, = r + 2, en posant m, = 0:
2 1"[ A (r—i)(mi—mi—y)

1<i<r
— Dans le cas ot u, = 0 ou 2:
2(r—1)(m1—1) II 2(r—i)0ni—nﬁ._ﬂ

2<i<r

I.9. CONDITIONS D’INCLUSION DE K, DANS K,

PrOPOSITION 1.6.

Soit K, une extension cyclique de degré p" sur Q (p premier
impair). Soit (Q (n 1)1 la suite de corps cyclotomiques associée
a K, et soit r’ un entier strictement supérieur a r.

11 existe une extension K, cyclique de degré p™ sur Q, contenant
K,, si et seulement si la suite (Q (n;));_;_, vérific la condition:

1.6.4: Pour tout i de 1 & ret tout j=m,, p;=1(p" """ 1.

Compte tenu de 1.2.B, la condition I.6.A est nécessaire.

Pour montrer qu’elle est suffisante, construisons une extension K.
contenant K,.

Placons-nous dans le cas oll 2 = u, = r et posons n; = n; pour 1 =i
=retn =p''m pour r <i=r'. La suite (Q (n));_;_ vérifie alors
les conditions I.2.A et 1.2.B.

Soit 7 la surjection de G (n,.) sur G (n,) qui a toute classe modulo 7,
fait correspondre la classe modulo n, qui la contient. C’est aussi ’application
qui & tout automorphisme de © (n,.) fait correspondre sa restriction 2 Q (n,).




77 —

Soient b, 1, €y, ... €. des générateurs des sous-groupes

/ /7 Vs
n ’ n ’ 7 nrl
’ r 4 ¥
T\ny,— ), T{npy,— |, ... T\ npy—
Pt P Pm,

et soit

bo = m(be) sy = (eD) o Cpy = T(em) -

Alors b, ¢y, ... ¢, sont des générateurs de

n, n, n,
T(n,, —u—>, T(n,, —), T(n,, >
p r P1 pmr

Soit S, le sous-groupe de G (n,) admettant K, comme corps fixe. D’apres la

- proposition 1.3, il existe oy, oy, ... o, Vérifiant 1.3.A et 1.3.B et tels que S,

my

soit engendré par:
pr o o . .
{ct, e by, cic;2=j=m,}.

Soit S, le sous-groupe de G (n,.) engendré par: {c;?", c;*by, c;%ic;; 2 =
j=m,} et soit K, le sous-corps de Q (n,.) corps fixe de S,. D’aprés la
proposition 1.4, K.. est une extension cyclique de degré p" de Q.

D’autre part, on vérifie que = (S.) = S. qui prouve que K, contient X,.

Remarqgue : On a construit, en fait, plusieurs extensions K. contenant
K.. S, étant donné, les o; ne sont déterminés que modulo p" et si I’on rem-
place o; par o; tel que o;==a; (p") et «; £ a; (p") on obtiendra un autre
sous-groupe S...

Dans le cas ou u, = r + 1, la démonstration est analogue.

Dans le cas ol 4, = 0, on pose simplement »n; = n, pour tout i entre
r et r’ et application 7 est alors I'identité.

ProrosiTiON 1.6 bis.

wﬁ%vﬁﬁ:m:"ﬂmf gy e

Soit K, une extension cyclique de degré 2" sur Q, (Q (n D) 1—=izr
la suite de corps cyclotomiques associée a K. et soit ' un entier stric-
tement supérieur a r. Il existe une extension K,. cyclique de degré 2
sur Q, contenant K, si et seulement si:

1.6.4 bis : Pour toutide 1arettout j =m, p,= 1",
1.6.B bis : K, est réelle.

1.6.A bis s’obtient a partir de 1.2.B bis.
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D’autre part il est nécessaire que K, soit réelle car: (—1)* = 1€ S,
implique, d’aprés le lemme 1.1, — 1 € .S, pour tout i < r’. Donc tous les
sous-corps stricts de K. sont réels.

Pour démontrer la réciproque, on peut remarquer que:

1 4 n, ~ |
siu, = 0, —1 se décompose dans les sous-groupes T(n,, —) de la fagon

p;
sulvante:
pj—1
—1= ]] ¢ 7
1<j<m,
On déduit de la condition 1.6.A bis que sij = m;, alors by ; =02~
pj—1

et compte tenu du lemme 1.2 bis, ¢; > €S, Donc — 1€ S, et K, est réelle. i
Donc'siu, = 0, 1.6.B bis est une conséquence de 1.6.A bis et on démontre |
I’existence de K,. comme précédemment. |
, ; , n, n,

Si maintenant u, =2, — 1 se décompose dans T<n,, ‘277;> et T (n,, —)
j

sous la forme:

pj—1

— 2
—l=a ][ ¢
1<j<m,
pj—1

La condition 1.6.A bis implique donc comme précédemment, que ¢; *
e S, dou — ay€es,. |
Siu, = 2,a, ¢S, (lemme 1.2 bis) donc les conditions 1.6.A bis et 1.6.B bis
sont incompatibles.
Si u, = 3, les conditions 1.6.A bis et 1.6.B bis impliquent donc a, € S,,
d’olt ay = 0 (2").
On termine la démonstration comme précédemment.

CHAPITRE ]I
DECOMPOSITION, RAMIFICATION, DISCRIMINANT
I1.1. RAPPELS

Soient K et K’ deux corps de nombres, K’ étant abélien sur K. Soient
A et A’ leurs anneaux d’entiers respectifs et p un idéal premier de 4. pA’

se décompose en idéaux premiers de A’ sous la forme: pA’ = ( [] »,)°
1=v=yg
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