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Q. J'ai montré que si une extension Kr ne vérifie pas ces conditions, on peut
toujours obtenir une base d'entiers de Kr en complétant une base des entiers

j de Kr_ t, sous-corps de Kr de degré pr~1, avec cp (pr) conjugués d'un même

entier.
Je tiens à exprimer ma profonde reconnaissance à M. le professeur

JChâtelet pour l'attention constante qu'il a manifestée à cette étude et pour
lies nombreux conseils qu'il m'a donnés.
$

Je remercie vivement M. le professeur Parizet qui a bien voulu examiner
|ce travail et faire partie du jury.
ij Je remercie également M. le professeur Bantegnie pour ses encoura-
: jgements et M. le professeur Hellegouarch pour les entretiens qu'il a bien
voulu m'accorder lors du commencement de ce travail.

Chapitre Premier

SUITE DE CORPS CYCLOTOMIQUES ASSOCIÉE
A UNE EXTENSION CYCLIQUE DE DEGRÉ pr SUR Q

1.1. Rappels et notations

Le corps des rationnels sera noté Q. Si n est un entier positif et £ une
jracine primitive neme de 1, Q (£) est le neme corps cyclotomique et sera noté
Q (n). Le degré, [Q(ri)\ Q], de Q (ri) sur Q est cp (n), cp est l'indicateur
d'Euler. Si n est impair, on a Q (ri) Q(2n)\ c'est le seul cas où Q (n)

Q (ri) avec n A ri.
Z

r /Z\*- désigne l'anneau des classes résiduelles modulo n et - | est l'en-
n \n)

semble des classes résiduelles modulo n, premières avec n. C'est aussi le

groupe multiplicatif des éléments inversibles de -n
Q (n) est une extension abélienne de Q. On notera G (n) son groupe de

Galois. A tout automorphisme g de Q (ri) correspond un élément de l —

*
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a, défini par a (£) éfi. Cette correspondance est un isomorphisme de

groupes ne dépendant pas du choix de la racine primitive neme: On

fzyconfondra par la suite les groupes G (n) et — (cf. [1] chapitre VI).

Définition et propriétés des sous-groupes T (n, d)

Soit d un entier divisant n. On posera:

fzyT (n, d) { h, h e — h ^ 1 (d) }. T (n, d) est le noyau de l'applicationw
fzy fzyde — sur — faisant correspondre à toute classe h modulo n, la classe h',
\nj \dj

fZ\* (n)
modulo d, contenant h. C'est donc un sous-groupe de — d'ordre

<

n

Tout élément de T (n, d) laisse invariant y qui est une racine primitive
deme de 1. Le sous-corps de Q(n)w corps fixe de T(n,d) est donc Q(d).

Soient d et d'deux entiers divisant n.

On a: T{n,d) n T(n,d') T(n, PPCM (d,d'))
et T(n, d) T(n, d') T(n, PGCD (d, d')).

La première égalité est immédiate. On peut s'assurer de la deuxième en

constatant d'une part que: T(;n, d). T(n, d') ^ 7(/?, PGCD {d, d')) et que
d'autre part l'égalité: cp{d)cp{d') cp [PPCM{d, d')) cp [PGCD (d, d')) et

T(n,d) - T{n,d') T(n,d')
l'isomorphisme: permettent de

T(n,d) T{n,d) nT(n,df)
conclure que T (77, d) T (77, d') et T (n, PGCD (<d, rf')) ont le même nombre
d'éléments.

On déduit de cela que:

Q(n)nQ(n') Q (PGCD (n, n'))
et

Q(n)-Q(n') Q (PPC M (77, n')).

En effet (2 (77) et Q (n) sont inclus dans Q (nn). Le sous-groupe de

G («72') formé des Q (7?)-automorphismes est T (nn\ n). Le sous-groupe de

G (nn) formé des Q (n) n Q (72')-automorphismes est T (nnf n) T (nn, n')
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et de même le sous-groupe des G (ri)(»automorph ismes est ri)

n T (nri,ri).Ceci permet de parler du plus petit corps cyclotomique contenant

une extension abélienne de Q.

/Z\*
Structure des groupes —

\n

Soit n p)' ...» la décomposition de n en facteurs premiers. Alors

est produit direct des sous-groupes variant de 1 à
n Pi 7

En effet:

n T(nA)= T[n,
1» »m \ Pi ©)

et

rir i'-%)«*• #> -

/zyPrécisons que si h est un élément de — et si h hj?2 hm est sa
\nj

n \décomposition dans les sous-groupes T [n, — c'est-à-dire si
V Vi)

% e T[ n, — on a alors A ht (jfp).
\ P?J

"\ fzYL'application 6t de Tin,— sur — qui à tout élément h de
V fi1) \PilJ

n\ (zyT\ n, — fait correspondre la classe A' de —: contenant h est un iso-
V PilJ \P?J

n \morphisme et sa restriction à Tl n, s, a pour image T(pril,psil) pour
V Pi J

out st compris entre 0 et rt.

(zyRappelons que si p est impair — est cyclique.

Si p i est impair et si h appartient à T\n, — \ pour tout st compris entre
V Pi 7

I et rh h(pi~1)pilest congru à 1 modulo donc appartient à



Tl n, —TTzrr. \ Comme d'autre part Tin, — est cyclique, T[ n, et
V Pi1 7 V Pi7 V p? si)

n \((Pi —

Tin,-—) *) possèdent le même nombre d'éléments.
V Pi1)

T[n, rt-si) est donc l'ensemble des puissances ((/?;— l)psii 1)e

d'éléments de Tin,—
PÏ.

(Z\*
Rappelons que si r 3, — est produit direct de { — 1, 1 } et de

T(2r, 4). Si pi 2, 3, posons a0
1

(— 1); T( n, — 1 est produit

direct de { a0, 1 } et de Tl n, r ,_2
J qui est cyclique. Pour tout st entre 3

et rh Tin, r ,_s. | est alors l'ensemble des puissances (2si 2)eme d'éléments

de t( n, — J. C'est aussi l'ensemble des puissances (2S* 2)eme d'éléments

n
de Tl n, —r

2r

Yri~2 )'

1.2. Plus petit corps cyclotomique contenant une extension
ABÉLIENNE DE DEGRÉ pY SUR Q

Proposition 1.1.

Soit r un entier positif, p un nombre premier impair, K une
extension abélienne de degré pr sur Q, Q (n) le plus petit corps
cyclotomique contenant K. Alors n est de la forme n PSP\P2 ••• Pm

et vérifie les conditions:

— 0 ^ s ^ r + 1.

— s ^ 1.

— Les pi sont des nombres premiers distincts et congrus à

1 modulo p.

*) G(n) désigne le sous-groupe de G formé des puissances «eme d'éléments de G.
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Le théorème de Kronecker permet d'affirmer qu'il existe ri tel que
Q (ri) contienne K. Soit n' pup\1... p"ri1 la décomposition de ri en facteurs

premiers et soit S le sous-groupe de G {ri) constitué par les iCautomor-
phismes.

(ri \
1. Montrons que si p t ^ 1 (p), alors K ç QI — J. Il est équivalent de

/ ri \ ri \ ri \montrer que Tl n', — ^ S; soit heTl n', — puisque Tl ri, — est

\ PïJ \ Pi7 \ Pi7
d'ordre {pt— l)p"l~1, on aura donc: h(pi~1)pUil

1

lß(,0 (lß^ désignant
l'identité sur Q (ri)). Si g est la restriction de h à K, on aura également
a(pi-i)pt!1 1

_ ik D'autre part opr — 1K puisque K est de degré pr sur Q,
Comme (/?f— 1)~1 et pr sont premiers entre eux, on en déduit que
a 1K et h e S.

2. Montrons que si pt~ 1 {p), alors K ç Ql
U

Cela revient à
\PUl J

I démontrer que Tl ri, ——r ç S.
\ PT J

I / n' \
Soit heTlri,-^- j, puisque ce sous-groupe est d'ordre p"1'1, on aura

i Pi
donc hpUl — 1

ß(#l,}. D'où, a étant la restriction de h k K, apUil~l lK.

I D'autre part opT — 1^ pour la même raison que précédemment. Comme
l^"1 et pr sont premiers entre eux, g lK et he S.

I'll 3. Montrons que s + 1, c'est-à-dire, montrons que si u^r + 2

ri
I alors K c Q

pu-r-i

|En effet si u +2, ^j((p_1)pr). Tout élément

jjj/i e t{h', ^u_r_^ est donc une puissance (/)eme. Il en est de même de la

I restriction de h k K qui est l'identité de K, puisque K est de degré pr sur Q.
I ri \||On a donc Tl ri, c sI V P

i
I 4. Montrons enfin que s

|Pour cela, montrons que si u 1, alors K c ßf—\ Si u 1, alors



— 64 —

Tyn', —) a pour ordre p —1 et comme — 1 est premier à pr, on en déduit

T("'-r)ES-

Proposition 1.1 bis.

Soit r un entier positif et K une extension abélienne de degré 2¥

sur Q, Q (n) le plus petit corps cyclotomique contenant K. Alors n

est de la forme n — 2S p1p2 pm et vérifie la condition

— 0 ^ s ^ r 2.

— Les pi sont des nombres premiers impairs distincts.

La démonstration est analogue à la précédente. Pour montrer que s ^ r + 2,

on constate que si u ^ r + 3 et si n' — 2U p\x alors

n' \ n'x2r
T n\ -z T n\» '2u-r-2 I \ 7

2"

1.3. Suite de corps cyclotomiques
ASSOCIÉE A UNE EXTENSION CYCLIQUE Kr

Définition:

Soit Kr une extension cyclique de degré pr (p premier) sur Q.

Pour i entre 1 et r soit K{ l'unique sous-corps de Kr de degré p1 sur Q.

Soit Q (;nt) le plus petit corps cyclotomique contenant Kt. On appellera
« suite de corps cyclotomiques associée à Kr » la suite des r corps
Q («;).

Proposition 1.2.

Soit r un entier positif et p un nombre premier impair. Soit Kr
une extension cyclique de degrépr sur Q. Soit (Q la suite

de corps cyclotomiques associée à Kr.
Alors les nt vérifient les conditions suivantes:

1.2.A. Pour tout i de 1 à r, la décomposition de nt en facteurs

premiers est ni puipt ••• p„H ; la suite (mï)\^iéâr est non décrois-

1

santé. La suite est non décroissante, éventuellement nulle.
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Si les ux ne sont pas tous nuls, soit / le plus petit entier tel que ux ^ 0.

On a alors ux 2 et ui+1 ux + 1 pour tout i entre / et r - 1.

1.2.B. Si j ^ mx alors pj 1 (pr~l+ *).

Démontrons tout d'abord le

Lemme 1.1.

Soit K une extension abélienne de Q. Kr un sous-corps de K
de degré pr sur Q, cyclique sur Q; pour 1 ^ i ^ r, soit Kt l'unique
sous-corps de Kr de degré pl sur Q.

Soit g un automorphisme de K. Alors pour tout i entre 1 et r, Gpl est

unA,.-automorphisme si et seulement si a est un A"r_rautomorphisme.

Notons Sx le sous-groupe de G(K/Q) (groupe de Galois de K sur Q),
formé des ^-automorphismes. Soit g e Sr est d'indice pl dans Sr-X
donc opl e Sr. Réciproquement, si opl e Sn alors la restriction de a à Kr,
g | Kn est un élément d'ordre inférieur ou égal à pl dans G (KJQ). Puisque
ce groupe est cyclique d'ordre pr, a\Kr est une puissance (//_I)eme et

g e Sr_ i.

Démonstration de la proposition 1.2

St désigne maintenant le sous-groupe de G (nr) formé des Krauto-
morphismes.

Condition 1.2.A. D'après la proposition 1.1, les nx sont de la forme
//. := puipi ...pmi. Puisque Kx c= Ki+1, alors Q(nx) Ç Q(ni+1) et nx divise

ni+1. Les suites (ux) et (m^) sont donc non décroissantes.

Supposons que les ux ne soient pas tous nuls et montrons que ux 2.
Si aucun des ux n'est nul, c'est-à-dire si / 1 alors ux 2 est une
conséquence immédiate de la proposition 1.1. Si / ^ 2, on a donc

«,_! 0 et Kl_1S

c'est-à-dire

Si-1 3 T{nr,plp2

Soit heT (j\,p2p1 p2-Pmr)lhest une puissance 1) p)em<> d'un élément
t de T{nnpxp2 ...pm). Or xeSl-1 et d'après le lemme 1.1, donc
h E Sx,

L'Enseignement mathém., t. XVIIF, fasc. L 5
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On a donc

T(nr,p2p1p2...pmr) S S;

d'où

Ki£Q(p2Pi et M; 2

D'autre part, d'après la proposition 1.1, iq ^ 0 implique ut^2.
Supposons ut^2 et montrons que wt-+1 u{ + 1. Cette égalité

équivaut aux deux relations

^i + l $ &(pUiPlP2

et |

Ki+1 e Q(pui+1Pi

Première relation :

Supposons que

Ki+1 s Q(puip1p2

c'est-à-dire

S,+ l 2 PUiPlPl

Soit

heT(nr,p"i~1p1p2...pmr).

Comme iq ^ 2, hp e T (nnpuip1p2 /?mr) d'où hp e Si+1 et he St d'après
le lemme 1.1. Ceci prouverait quei^ s Q (pui~1PiP2 • •• PmX ce ^ contredit
la définition de ut.

Deuxième relation :

On a

Kt E Q(p"tp1p2...Pm)
d'où

Si E T(nr, PuiP

et

s[p) E T(nr,puip1p2 ...pmr)(p)

D'autre part d'après le lemme 1.1: Si+1 E S-p\
On a donc:

S, + 1 3 T(nr,pui + 1plp2...pmr
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et

Ki + 1 £ 0(pUi + 1PiP2 •••Pm)

Condition 1.2.B. Si j^mh alors Kt $ Qy~J c'est-à-dire

Sf $ T^7r,—j D'après le lemme LI, ceci implique que

/ n Ypr_f) n \{pr)
Sr $ T(nr, — j et comme Sr 3 Tlnr9y\ on en déduit que

n Vpr-^ nr\(pr) n\
Ttnr, — \ contient strictement Tlnr,—-J Or T\nr,—J est un

/ nr\(pV)
groupe cyclique d'ordre pj — 1 et Tl nr, — J est d'ordre

Pj - 1

PGCD {pj-hp9)
On a donc:

PGCD Cpj -1, /) > PGCD (pj - 1, /-f)
d'où

Pj l(/~l + 1)

Proposition 1.2 ùw.

Soit r un entier positif et i£r une extension cyclique de degré 2r

sur g. Soit la suite de corps cyclotomiques associée

à Kr. Alors les nt vérifient les conditions suivantes:

1.2.A bis. Pour tout / de 1 à r, la décomposition de nt en
facteurs premiers est nt 2uip1p1... pmi ; la suite des est

non décroissante. La suite des ut est non décroissante, éventuellement
nulle. Si les ut ne sont pas tous nuls, soit / le plus petit entier tel que
Ui ^ 0:

— si / r alors ut — 2 ou 3.

— si / < r alors ut — 3 et ui+1 — ut + 1 pour tout i tel que
r > i^ l.

1.2.B bis. Si j ^nii alors pj 1 (2r~i+1).
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Montrons que iq 3. Si / 1 c'est une conséquence immédiate de la

proposition LI bis. Si 1 ^ 2, soit h e T(nr, 23p1 pm). h est le carré d'un
élément teT{nr,p1p„r).
Or Sl_1 ^ T{n„pi pmr),doncte,S;_xet d'après le lemme 1.1.

D'où:

T(nr, 23p1...pm)sS, et K, ^ Q(23p1 pmr)

Montrons que si 1er, alors ut 3.

En elfet supposons ut — 2, alors Kt ç Q(22pl pmr) c'est-à-dire St

3 T(nn 22p1 ...pm). Or T(nnp1...pmr) est produit direct de T(nn
22p1...pmr) et d'un sous-groupe { 1, a0 } d'ordre 2. On a donc al 1 et

öfo G Si+i- D'où a0 g St d'après le lemme 1.1. D'où:

T(nr9p1 ...pmr) s S, et Kt <= ...pmr)

ce qui contredit la définition de /.

Pour montrer que ui+l — ut + 1 pour tout i entre / et r — 1, on utilise

comme précédemment l'égalité:

T(nrI2»;Pl...P%f» T(nn2»i + 1Pl...P%)

La démonstration de la condition 1.2.B bis est analogue à celle de la
condition I.2.B.

1.4. Système de générateurs de Sr. Cas où p est impair

Si ur ^ 0, G (inr) est produit direct des sous-groupes T\nr, —
V pUr

et T\ nr, — j variant de 1 à mr.
\ PjJ

n,
Si ur 0, C(^) est produit direct des sous-groupes T nn

j variant de 1 à mr.

Pj

b0 désignera un générateur de Tlnr,-^-\ et pour tout j entre
P /

1 et mr, C: un générateur de T( nr, —
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I Proposition 1.3.

Soit Kr une extension cyclique de degré pr sur Q (p premier
j impair) et soit (Q (nj)^^,. la suite de corps cyclotomiques associée

: à Kr.

— Dans le cas ou 2 ^ ur ^5 r, il existe des nombres aj9 pour

j 0 et 2 ^ mr, tels que Sr soit engendré par:

{ c[r, cî» b0 c\U;2

oc0 vérifie la condition:

1.3.A : oc0 0 (pl~*) et a0 =}= 0 (/?').

Les ay, pour 2 j m,., vérifient la condition :

1.3.B : Si < j alors ay 0(/?l_1) et ay eJeO(j?1).

— /e cas ou ur r + 1, il existe des nombres ocj9 pour
1 ^ tels que ^ soit engendré par: { bpCj\ 1 ^mr).
Les a,-, pour 1 ^ / ±^mr, vérifient la condition I.3.B.

— Dans le cas ou ur 0, il existe des nombres ocj, pour 2

mn tels que Sr soit engendré par: { c{r, capCj\ 2 =£= mr }. Les

aj, pour 2 ^ mr, vérifient la condition 1.3. B.

Démontrons tout d'abord le lemme suivant:

j Lemme 1.2.

t; — Si ur/0, bp0r'l+1 eSr et bp0r~l $ Sr

— Si m,. < j^mtalorscf '+1
e et cf ' ^ Sr.

Supposons par exemple 2 ^ ur ^ r. On aura alors, d'après la condition
1.2.A: ur r — l + 2 et 2 ^ ^ r. Il découle de la définition de / que

c'est-à-dire:

s-2T("-f) et

j D'où ù0 e >!>,_ t et b0 é Stet l'on obtient le résultat en utilisant le lemme 1.1.
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De même, si mi_l < j ^mi alors Ki_1 ç Q\— et Kt $ Q{~ Y
\PjJ \PjJ

D'où T\ nr, — )^ Si_1 et Tl nr, — 4 St. Ce qui équivaut encore à
V PjJ \ PjJ

cjeSi_1 et CjÇSi.

Démonstration de la proposition 1.3

Soit {e0,eu emr] une base du Z-module zmr+1 et jj, l'application
Z-linéaire de zmr+1 sur G(nr) telle que p(e0) b0 et p(ei) — ct pour
tout i entre 1 et mr.

Pour tout sous-groupe S de G(nr), les groupes-quotients de zmr+1 par
pT1 (S) d'une part et de G par S d'autre part sont isomorphes. Posons

Hr fi"1 (Sr) et cherchons une base {/0,/i, *.*fmr} de Hr aussi simple

que possible.
Les conditions du lemme 1.2 sont équivalentes à:

— pr~l+1e0 eHr et pr~le0 $ Hr.

— Si m;_ < jmt alors pr~I+ e Hr et 'ej $

On peut préciser de plus, que 2 ^ / implique n1 premier à p et comme on
ne peut avoir n1 1, px divise donc n1 et m1 ^ 1. On aura donc prel e Hr
et pr-lex£Hr.
Cherchons une base de Hr\ {f0,fu ~'fmr} Pue la matrice de

(fi>ft»f2>-fnr) Par apport à {eu e0, e2, em) soit triangulaire c'est-

à-dire :

fi an ei

fj I akj ek
o <k<j

On a

_ /Zmr+1\ G(n)
DetA fil aJjICard Card —^ Pr

o<j<mr \ rir J ùr

Donc a1JL divise pr et comme d'autre part pr~1e 1 $ Hn on en déduit que
| an | Pr et | ajj | 1 pour tout j différent de 1.

On peut donc choisir axl /?**, ajj 1 et j) de la forme fj 4-

pour tout j différent de 1.

Si mi-1 < j — mh multipliant l'égalité f) — ajei + ep par pr~l+1 ou

pr~ \ on constate que ccjpr~I+ 1e1 e Hr et ocjpr~ le1 £ Hr. D'où olj 0 {pl~*)
et aj =|= 0 (p1). On obtient de même a0 0 (pl~*) et a0 =j= 0 (pl).
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L'ensemble des p (/}),y de 0 à mr, est un système de générateurs de Sr.

Dans les autres cas, on procède de la même façon: si ur r + 1, on

a / 1, bPQ e Hr et b^'1 $ Hr. On place donc b0 en premier, c'est-à-dire

que l'on cherche une base (/0,/i, — fmr) de Hr telle que la matrice A de

(/o>/i> -fmr) Par rapport à (e0, el9 e2 emr) soit triangulaire.

Remarque : Sr n'est pas en général, produit direct des sous-groupes

cycliques engendrés par chacun des générateurs obtenus.

1.5. Construction d'extensions cycliques Kr de degré pY sur Q

DANS LE CAS OÙ p EST IMPAIR

Proposition 1.4.

Réciproquement, soient p un nombre premier impair, r un entier

positif (ß une suite de corps cyclotomiques vérifiant
les conditions 1.2.A et 1.2.B.

— Si 2 ^ ur ^ r, soient des nombres a0, vérifiant la condition
1.3.A, et a,-, pour 2^;^ mr, vérifiant la condition I.3.B. Soit Sr le

sous-groupe de G (nr) engendré par: { c{\ c\°b0, c\icy9 2 mr}.

— Si ur r + 1, soient des nombres cq, pour 1 ^j^mn
vérifiant la condition I.3.B et soit Sr le sous-groupe de G (;nr) engendré

par: { bp0r,bpcy,1 ±= / ^ mr }.

— Si ur 0, soient des nombres ocj9 pour 2 mr, vérifiant
la condition I.3.B et soit Sr le sous-groupe de G (nr) engendré par:
{cf, cpCj-,2

Soit enfin, Kr le sous-corps de Q («r), corps fixe de Sr. Alors:

Kr est une extension cyclique sur Q, de degré pr. La suite de corps
cyclotomiques associée à Kr est la suite (Q (ni))1^i^r.

Supposons 2^ur^r, utilisons à nouveau l'application p de zmr+l
sur G (,nr) définie dans la démonstration précédente. Soit Hr le sous-module
de Z""+1 ayant pour base: (foJuavec/, //<?,, et f} + e,

pour tout y différent de 1. On a /( (Hr) Sr et d'autre part les conditions
1.3.A et 1.3.B impliquent que:

— pr~l+ 1e0 e Hret pr~'e0$ Hr.
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— Si mi_1 < j nÉ mi alors pr~I+ 1ej e Hr et pr~ lej £ Hr.

On en déduit tout d'abord que (p—\)pr~l+1e0eHr et compte tenu de

la condition I.2.B (pj— 1) ej g Hr pour 1 ^ mr. Le noyau de p. qui a

pour base: { (p— \)pr~l+ 1e0, (px- l)el9 (pmr — 1) emr } est donc contenu
dans Hr.

Zmr+1 G(nr)
On a donc Hr p (Sr) et est isomorphe à

H r Sr

Le degré de Kr sur g est donc égal à

fG{nr)\ fZmr+1
Card —-C Card

Sr J \ Hr

'2^mr + 1

Comme pr~ Îe1 $ Hn est donc un groupe cyclique. Kr est donc
H,-

cyclique sur g.
Soient Ht les sous-modules de zmr+1 ayant pour bases {ple1,f0,f2,

fmr }, i de 1 à r. Soient St les sous-groupes de G (nr) définis par St p (Ht)
et Kt les sous-corps de Q (nr) corps fixes de chacun des St.

Pour tout / de l à r, Ht contient Hn donc Kt est un sous-corps de Kr.
L'indice de Hr dans Ht est pr~ \ donc Kt est le sous-corps de Kr de degré p1

sur g.
On a pr~l+1e0eHr et pr~le0$Hr. D'où bp0r

1+1
g Sr et ègr

1

$ Sr. Donc

$ Sr d'où Kr $ Q —

_
\P

De même si < j ^ mi9 on a alors cf 1

g Sr et cf
1

<£ Sn et compte
tenu du lemme 1.1, Cj e 1 et Cj £ Sh c'est-à-dire:

r —r jt

b(0p-^r-ltSr, T(nr,^j

«i-iSûÇ) et Ki$Q{~

(Q (ni))1^i^r est donc la suite de corps cyclotomiques associée à Kr.
Dans les cas ur 0 et ur r + 1, la démonstration est analogue.

1.6. Système de générateurs de Sr. Cas où p 2

Si Kr est une extension de degré 2r sur g, cyclique sur g, on peut de la

même façon donner un système de générateurs du sous-groupe Sr de G
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On notera comme précédemment c} un générateur de Tyir, — J

n>
Si ur 0, G(nr) est produit direct des sous-groupes Tytr,—

j variant de 1 à mr.

Si ur ^ 2, a0 désigne l'élément de T^nr, tel que a0 — 1 (2Ur).

Si ur 2, a0 engendre T^nr,~^j et G (jir) est produit direct de

T\ nry — J et des sous-groupes T\ nry — j de 1 à mr.
\ 4 / V PjJ

Si ur^ 3, est produit direct de { a0, 1 } et de

T\nr, ur~2 f

On notera a0 un générateur de T\ nr, ^ G {nr) est alors
' 2Ur~2

produit direct des sous-groupes cycliques :

{«0,1}, 7"(v2 et

j variant de 1 à mr.

Proposition 1.3 bis

Soit Kr une extension cyclique de degré 2r sur g, et soit
(ß («;)) i^ j-^r ^ suite de corps cyclotomiques associée a Kr.

— Dans le cas où 2 ^ur + 1, il existe des nombres a0, a0, ajy
pour 2 ^ y ±= rar, tels que soit engendré par:

{ cjr, c^ao,2 -= / wr }.

a0 vérifie la condition: a0 0 (2r~ ').

a0 vérifie la condition:

1.3.A bis : a'00 (2'~ et cc0 ^ 0 (2').

Les ctj, pour 2 —j —mnvérifientla condition:
1.3.B bis : Si mi_1< j -2 m u alors a;ss 0(2'' et ay ^ 0 (2').
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— Dans le cas où ur r + 2, il existe des nombres otj9 pour
mn tels que Sr soit engendré par: { a0a°a0, aftcj] 1 y

— mr }•

a0 vérifie la condition: a0 ees 0 (2r~1).
Les a,-, pour 1 ^ mn vérifient la condition 1.3.B bis.

— fe c&y où w,. 2, il existe des nombres a /5 pour 2 ^ /
^ m,., vérifiant la condition 1.3.B bis et tels que Sr soit engendré par:
{ c*r~1a0,cpcj-,2-Sj-=mr}.

— Dans le cas où ur 0, il existe des nombres oq, pour 2 ^j
^ mr, vérifiant la condition 1.3.B bis et tels que Sr soit engendré par:
{ cf,c'JCj;2 j ^ mr

On démontre tout d'abord le lemme suivant:

Lemme 1.2 bis

,2r~l+1 ,2r~l
Dans le cas où ur ^ 3, a0 =1 et a0 $ Sr.

Dans le cas où ur 2, a0 $ Sr.

~. 2r~~î+ 1 r-f 2r~i I r-fSi 77 z
£ _ jl < j d^nii alors c,- e Sr et c} f Sr.

En effet si ur ^ 3, la condition 1.2.A bis implique ur r — l + 3. 2r~l+1
,2r~l

est donc de l'ordre de a0 et d'autre part, si a0 e Sr, alors:

DV* *, o (*) e, û <„J ne serai. paS ,e p,„s pe„. corps c,cl„,oq„e
/nt

contenant Kr. De même si ur 2 et a0 e Sr alors on aurait Kr ç Q —

Le reste de la démonstration est identique à la démonstration de 1.3.

1.7. Construction d'extensions cycliques de degré 2r sur Q

Proposition 1.4 bis

Réciproquement, soit r un entier positif et (ß (7zf))1;£Éi^r une
suite de corps cyclotomiques vérifiant les conditions 1.2.A bis et
1.2.B bis.

— Si 3 ^ ur ^ r + 1, soient des nombres: a0 0 (2r~x), oc'0,

vérifiant I.3.A bis, aj9 pour 2 vérifiant 1.3.B to. Soit Sr
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le sous-groupe de G nr)engendré par :

{ cf, c"°a0, toc,-; 2 ^y ^ m, }.

— Si ur r + 2, soient des nombres a0 0(2r_1) et ccj,

pour 1 ^y ^ mr vérifiant I.3.B bis. Soit Sr le sous-groupe de G (nr)

engendré par: { ß0a°ßo> ao"Jcjl 1 —j — mr}•
— Si ur 2, soient des nombres a,-, pour 2 —y — wr, vérifiant

1.3.B to. Soit S,, le sous-groupe de G (nr) engendré par:
{ c*hy, 2 ^y mr }.

— Si ur — 0, soient des nombres oy, pour 2 ^y ^ mr,
vérifiant I.3.B bis. Soit Sr le sous-groupe de G (nr) engendré par:

{ c¥cj\ 2 — j — mr }.
Soit enfin, Kr le sous-corps de Q (;nr), corps fixe de Sr. Alors :

Kr est une extension cyclique sur g, de degré 21. La suite de corps
cyclotomiques associée à Kr est la suite (Q (ni))1^i^r.

1.8. Nombre d'extensions associées a une même suite
DE CORPS CYCLOTOMIQUES

Proposition 1.5.

Soit p un nombre premier impair et (£2 0? une suite

de corps cyclotomiques vérifiant les conditions 1.2.A et I.2.B. Le

nombre d'extensions Kr de degré pr sur Q, cycliques sur Q, admettant
la suite (£2 (ni))1 comme suite de corps cyclotomiques associée

est:

— Dans le cas où 2 ^ ur ^ r :

cp(pr-l + 1)(p(pr)mi~'1 n (p(pr~i+i)mi~mi~1
2 < i < r

j — Dans le cas où ur r + 1, et en posant m0 — 0:

1 <i<r

— Dans le cas où ur 0:

2 <i<r

Si par exemple, 2 ur ^ r, on peut remplacer dans le système de
générateurs de Sr donné en 1.3, par to+/co/,rZ?0, c*2c2 par c*2+k2prc2, et
choisir ainsi des at-, compris entre 0 et pr. Vérifiant cette condition
supplémentaire, les valeurs de oq sont alors déterminées de façon unique par le
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choix d'un sous-groupe Sr. Il suffit alors de chercher le nombre de valeurs

que peuvent prendre les ocj vérifiant cette condition, 1.3.A et 1.3.B.

Proposition 1.5 bis.

Etant donnée une suite de corps cyclotomiques (Q (ni))1^i^r
vérifiant les conditions I.2.A bis et I.2.B bis, le nombre d'extensions

Kn de degré 2r sur Q, cycliques sur Q, admettant comme suite de corps
cyclotomiques associée, la suite (Q (ni))l^i^r est:

— Dans le cas où 3 ^ ur r + 1 :

2r-i+i Y\
2 <i<r

— Dans le cas où ur r + 2, en posant m0 — 0:

l<i<r

— Dans le cas où ur 0 ou 2:

2(r i)(mi — i) JQ 2^r~i^mi~mi~^
2 < i < r

1.9. Conditions d'inclusion de Kr dans Kr.

Proposition 1.6.

Soit Kr une extension cyclique de degré pr sur Q (p premier
impair). Soit (Q la suite de corps cyclotomiques associée

à Kr et soit r' un entier strictement supérieur à r.

Il existe une extension Kr> cyclique de degré pr' sur g, contenant

Kr, si et seulement si la suite (ß vérifie la condition:

1.6.A : Pour tout / de 1 à r et tout j ^ mb pj 1 (pr'~l+ *).

Compte tenu de 1.2.B, la condition 1.6.A est nécessaire.

Pour montrer qu'elle est suffisante, construisons une extension Kr,
contenant Kr.

Plaçons-nous dans le cas où 2 ^ ur ^ r et posons n[ nt pour 1 ^ i

^ r et n'i pl~rnr pour r < i ^r'. La suite (û (n-))1^i^ vérifie alors

les conditions I.2.A et I.2.B.
Soit re la surjection de G (nr) sur G (nr) qui à toute classe modulo nr>

fait correspondre la classe modulo nr qui la contient. C'est aussi l'application
qui à tout automorphisme de Q {n 'r) fait correspondre sa restriction ?iQ(nr).
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Soient b0,c\,c2,... cmr des générateurs des sous-groupes

et soit
b0 71 (b0) Cl 71 (Ci) Cmr 71 (cmr).

Alors b0, cu cmr sont des générateurs de

Soit Sr le sous-groupe de G (nr) admettant Kr comme corps fixe. D'après la

proposition 1.3, il existe a0, a2, oeWr vérifiant 1.3.A et I.3.B et tels que Sr

soit engendré par:
{ cï ci° b0, cp cj; 2 ^ mr }

Soit S'r, le sous-groupe de G (nr) engendré par: { c[pT\ c'^bQ, c*icj\ 2 ^
j ^mr) et soit Kr, le sous-corps de Q (nr) corps fixe de SrD'après la

proposition 1.4, Kr, est une extension cyclique de degré pr' de Q.

D'autre part, on vérifie que iz (S'r>) c= Sr qui prouve que Kr> contient Kr.

Remarque : On a construit, en fait, plusieurs extensions Kr, contenant
Kr. Sr étant donné, les af ne sont déterminés que modulo pr et si l'on
remplace par a- tel que a- (pr) et at- ^ a- (pr') on obtiendra un autre

sous-groupe 5^.
Dans le cas où ur r + 1, la démonstration est analogue.
Dans le cas où ur 0, on pose simplement nt — nr pour tout / entre

r et r' et l'application ti est alors l'identité.

Proposition 1.6 bis.

Soit Kr une extension cyclique de degré T sur Q, (Q (ni))1^i^r
la suite de corps cyclotomiques associée à Kr et soit r' un entier
strictement supérieur à r. Il existe une extension Kr, cyclique de degré 2r'

sur g, contenant Kr si et seulement si:

1.6.A bis : Pour tout i de 1 à r et tout j ^ mb p} 1 (2r'~i+1).
1.6.B bis : Kr est réelle.

1.6.A bis s'obtient à partir de I.2.B bis.
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D'autre part il est nécessaire que Kr soit réelle car: (—l)2 1 e Sr,

implique, d'après le lemme 1.1, — 1 e St pour tout i < r\ Donc tous les

sous-corps stricts de Kr, sont réels.

Pour démontrer la réciproque, on peut remarquer que:
nr\

si ur 0,-1 se décompose dans les sous-groupes T[ nr, — de la façon
Pj.

suivante :

pj-1
-1 n

1 <j<mr

On déduit de la condition I.6.A bis que si j ^ mh alors Pj 0 (2r *+ *)

Pj'1
et compte tenu du lemme 1.2 bis, Cj

2 e Sr. Donc — 1 e Sr et Kr est réelle.

Donc si ur — 0,1.6.B bis est une conséquence de 1.6.A bis et on démontre
l'existence de Kr, comme précédemment.

Si maintenant ur^. 2, — 1 se décompose dans T\ nr, — et T\ nr, —
\ 2"7 V Pj.

sous la forme:
pj-1

- 1 a0n1 <j<mr
Pj-1

La condition 1.6.A bis implique donc comme précédemment, que Cj
2

e Sr d'où — a0 g Sr.

Si ur — 2, a0 $ Sr (lemme 1.2 bis) donc les conditions 1.6.A bis et 1.6.B bis

sont incompatibles.
Si ur ^ 3, les conditions 1.6.A bis et I.6.B bis impliquent donc a0 e Sr,

d'où a0 0 (2r).

On termine la démonstration comme précédemment.

Chapitre II

DÉCOMPOSITION, RAMIFICATION, DISCRIMINANT

II. 1. Rappels

Soient K et K' deux corps de nombres, K' étant abélien sur K. Soient

A et A' leurs anneaux d'entiers respectifs et p un idéal premier de A. pA'
se décompose en idéaux premiers de Ä sous la forme: pA' J~[ pv)e

1
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