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Propriété 27:

Une similitude T est déterminée par la donnée d'un 1-biplet et de son

image par T.

En effet:

Sous l'hypothèse d(a,b)= 1, la matrice

fb2-ab a2— ab\

\a—b b—a

est inverse de

Cherchons maintenant les points invariants par une similitude

Si m est invariant par la similitude n -» un + v :

m —um +v

multipliant successivement par (1 — u2), s1 (u), e2(u) on en bre respectivement

:

(1 — u2) m =(1 —u2)v

ê1(m) • v =0
s2(u) - m — s2(u) - v

Ainsi sous la condition nécessaire s^u) v 0, l'ensemble des points m

invariants est donné par:

m =(1 — u2 —s2(u))v + s^u) -1, te A

c'est le disque

^[(l-u2 —£2(u))v, el(u)]

Propriété 28 :

La similitude n un + v a des points invariants ssi v e1(w) 0. Dans
cette hypothèse l'ensemble des points invariants est le disque

^[(1 — «2 — e2(u)).v, £ 1 (u) ]

Remarque 18 :

Toute similitude a un unique point invariant ssi e1(«) 0; c'est (1 +w2)v.
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Définition 16 :

Une application de A dans A est une homothétie de centre h et de

rapport as B lorsque pour tout m et son image m':

(;m' —h) a (m —h)
Ainsi

m' — am +(1 — a) h (6)

Toute homothétie est une similitude. Réciproquement toute similitude
n -> an + v avec av 0 est une homothétie de rapport a et de centre v.

On voit facilement que:

Propriété 29 :

Le produit d'une isométrie par une homothétie est une similitude.
Toute similitude peut s'écrire comme un tel produit.

Définition 17 :

On appelle symétrie à disque toute isométrie involutive ayant des points
invariants.

On sait (propriété 28) que sous la condition nécessaire v s1(u) Q

l'ensemble des points invariants par isométrie est le disque ^(-yjei(M))-
Ceci étant une telle isométrie est involutive parce que uv — v: c'est donc

une symétrie à disque.

m, m' étant un biplet homologue par la symétrie à disque n -» un + v5

soit i le milieu de mm'\ on a:

à —v, i)=(—v — i)2 m2 (1 —u)2 m2 £1 (u) ^ sl (u)

ce qui prouve que i est dans le disque des points invariants.

Propriété 30 :

Les symétries à disque sont les transformations de la forme:

m -> um + v avec u2 l, v £i(w) 0.
Le disque des points invariants est (M)); il contient le milieu de

deux points homologues.

Propriété 31 :

Toute isométrie peut s'écrire comme produit de deux symétries à disque.

m' um + v s'obtient (par exemple) en composant: m1=2wn puis m'

2m1 + v.
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Définition 18 :

On appelle symétrie à centre toute isométrie involutive ayant un unique

point invariant.

Ainsi une symétrie à centre est une symétrie à disque pour laquelle

sfiu) — 0 donc de la forme m -> 2m + v. L'unique point invariant est 2v

et pour tout m on a:

2v= — m — m' ce qui montre que 2v est au milieu de m, m'.

Propriété 32 :

Les symétries à centre sont les transformations de la forme m -» 2m + v.

Le centre est 2v; il est au milieu de tout biplet m, m', de points homologues.

On voit facilement que:

Propriété 33 :

i) Le produit de deux symétries à centre c1 et c2 est la translation de

vecteur 2 (c2 — Ci).

ii) Le produit de trois symétries à centre est une symétrie à centre.
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