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Chapitre Premier. — La Droite

1.— Report des structures de R

Définition : Une droite est un couple formé d'un ensemble D et d'une

bijection y : D R

Cas particulier : Droite standard: (R; f) où ß est l'application identique
de R sur lui-même.

Soit (D;j) une droite; la bijectionj permet le report par j~1 des diverses

structures de R. y : D - R est appelée paramétrisation (ou fonction de

paramétrisation) de (D;j).
Exemples de report de structures.

A. Structure d'ordre.

R est ordonné par ^ .y
~1 permet donc de définir une structure d'ordre <

sur D par:
A^Boj(A) ^ j(B)

Problème. Soit (D\j) une droite et (D; k) une autre droite définie sur le

même support D avec une paramétrisation différente k. Dans quelles conditions

la structure d'ordre définie sur D pary est-elle la même que la structure
d'ordre définie par k

pour la structure d'ordre définie par y'; z^2 pour la structure d'ordre
définie par k.

A ß j B o j (A) ^ j (B) et A ß2 B <=> k (^) k (R)

ß i et définissent la même structure d'ordre <=>

\f A, Be D j(A)S J (R) ok(A) ^ k (B)

Ou encore en posant y (A) a et y (.R) b et en remarquant que y est une

bijection:
\/ a, b e~R a ^ b o k o y

~ ^ ko j~ 1(b)

c'est-à-dire koj_1 est monotone croissante.

Proposition 1.1. Deux paramétrisations j\k : D -> R définissent la même

structure d'ordre sur D o k o j~1 est monotone croissante.

Conséquence : Un problème sur la droite (D;j) qui ne fait intervenir que
la structure d'ordre définie par y sur D peut être traité en remplaçant la
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paramétrisation j par toute autre paramétrisation k telle que koj~x soit

monotone croissante.

La relation « j et k définissent sur D la même structure d'ordre » est une

relation d'équivalence :

j o 7"1 / : R R monotone croissante.

Si koj-1 est monotone croissante il en est de même de (fco/-1)-1

jo k"1.
Si ko j~1 est monotone croissante et si /o k~1 est monotone croissante,

il en est de même pour (lok~1)o{koj~1) loj"1, d'où la transitivité.
L'ensemble des bijections de D sur R est donc séparable en classes

d'équivalence par la relation précédente.

Définition: Une droite ordonnée est un couple (D;Q) formé d'un
ensemble D et d'une classe de bijections définissant la même structure
d'ordre sur D.

Droite ordonnée standard : La droite ordonnée standard est (R; Q) où
Q est la classe des bijections de R sur R équivalentes à l'identité, c'est-à-dire:

j g Q oj o 1 j est monotone croissante.

B. Structure affine.

Soient (D;j) et (D;k) deux droites définies sur le même ensemble D
par deux bijections distinctes. On dit que j et k définissent sur D la même
structure affine o ko j'1 : R R est une fonction affine.

C'est-à-dire :

3 a ß g R tels que V* e R k°j~ !(X) olx + ß

Remarquer que k et j étant effectivement des bijections, la fonction affine
koj~1 ne peut pas être dégénérée, c'est-à-dire a ^ 0.

La relation « j et k définissent sur D la même structure affine » est une
relation d'équivalence:

*j°j~ 1 /
* si k oj~ä(x) a.x+ ßjok~ ^x)

1

x
a a

(qui a un sens puisque, a ^ 0)

* si k o j" 1(x) ax + ß et /o k~ 1(x) yx + ô
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loj 1(x) — lok 1okoj *(*) y (ocx + ß) + ö yocx + yß + ö

qui est affine.

Droite affine : Une droite affine est un couple (D; sf) formé d'un
ensemble D et d'une classe de bijections de D sur R définissant une même

structure affine (on dit aussi, affinement équivalentes).
Une propriété affine est une propriété de (D; j/) c'est-à-dire une

propriété de (D;j) indépendante du choix de j dans une même classe de bijections

affinement équivalentes.

Droite affine standard. La droite affine standard est le couple (R; «s/0)

où séq est la classe des bijections de R sur lui-même affinement équivalentes
à l'identité c'est-à-dire, des bijections j telles que :

jo f1 (x) j ß

C. Structure projective.

Ce paragraphe n'est pas explicitement au programme de la classe de

Seconde mais il peut contribuer à montrer l'intérêt du procédé utilisé qui
établit un lien de conception entre les diverses structures étudiées sur la
droite.

On notera R # — i? u { oo } c'est-à-dire l'ensemble des nombres réels

complété par adjonction de oo. On envisage les couples (ß ; j) d'un ensemble ê
et d'une bijection j : S R #. Deux bijections k et j sont projectivement
équivalentes okoj'1 est une bijection homographique de R# sur lui-
même. On doit vérifier que la relation « j et k sont projectivement équivalentes

» est une relation d'équivalence.

Droite projective: Une droite projective est un couple formé
d'un ensemble ê et d'une classe de bijections projectivement équivalentes.

Droite projective standard. La droite projective standard est le couple
(R# ; o) où o est la classe des bijections de R# sur lui-même,
projectivement équivalentes à l'identité, c'est-à-dire des bijections définies par:

- 1,
0CX + ß

j{x)=jof 'W
yx + ô

Remarquer que j doit être une bijection, donc cette fonction homographique

ne peut être dégénérée, c'est-à-dire aô — ßy ^ 0. Dans ces conditions,
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j (oo)
a

et j - -J oo si y # 0 ; si y 0 j (oo) co

\ yJ

2. — Quelques notions affines

Abscisse d'un point.

Soit (D;j) une droite; la valeur de la fonction de paramétrisation j en

un point M est appelée l'abscisse de M sur D.

Evidemment l'abscisse d'un point n'est pas une propriété affine du point
puisque j {M) varie avec j, même si j est limité à varier à l'intérieur d'une

classe affine de paramétrisations.

Segment non orienté.

Soient A e D, B e D, on appelle « segment AB » et on note :

[AB] {MeD\j(A)^j(M)<j(B) ou j (B) ^ j (M) ^ j (A) }

Le segment défini par deux points est une notion affine : si Me [AB] pour
une paramétrisation j on a encore M e [AB] pour une paramétrisation k
affinement équivalente à j.

Si on ne limite pas j il n'y a plus nécessairement coïncidence des segments
définis par les mêmes points. Exemple: Soit la droite standard (R; f) d'une
part, et d'autre part la droite (R; k) où k : R -» R est défini par k(x) x
si x n'est pas entier, k(n) — n — 1 si n est entier (positif, négatif ou nul).

ri 31 fi 31
Soit -, - défini par la première paramétrisation, l'identité; soit - -

•4d

[0,1]* { MeR | - 1 »Är(0> ^ < Jfc(l> 0}
{0}u{l}u{*eR|-l <x<0}

Mesure algébrique d'un segment orienté.

Soient A e D, Bs D, on appelle mesure du segment orienté A, B et
on note:

ÂB=j(B)-j(A)

:e segment défini par les mêmes points avec la paramétrisation k

n 31
niais k (1) 0 donc 1 $ -, - ; de même:
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La mesure algébrique d'un segment orienté dépend de la paramétri-
sation j même si j est limité à une même classe affine de paramétrisations.
Toutefois:

Proposition 2.1. Le rapport des mesures algébriques de deux segments
orientés d'une même droite est une notion affine.

Soient A, B d'une part, C et D d'autre part, deux couples de points sur
jD; soient j et k deux paramétrisations de D, affinement équivalentes. La
proposition 2.1. s'exprime:

j(B) — j (A) k (B) - k (A)
qui est donc à établir.

j{D)-j{C) k (D) — k (C)

On pose j (A) a, j (B) b, j (C) c, j (D) d et koj~1(x)
ax + ß de sorte que:

k (B) — k (A) k o j~ 1(Z?) — ko j~ 1(a) ab — oca b — a

k (D) — k(C) ko j 1(d) — ko j 1(c) ad — ac d — c

Proposition 2.2. Les deux propositions suivantes sont des propriétés
affines :

2i) \/ A, Be D AB -BÄ
b) V A, B, C e D ~AC ÄB + BC (que l'on écrit aussi BC ÂC - AB)

Cette dernière proposition est la « formule de Chasles ».

La vérification de 2.2. est immédiate suivant la même méthode que celle

utilisée pour vérifier 2.1.

Longueur d'un segment non orienté.

(D ;j) étant une droite, on note | AB | | AÈ\ | j (B) — j (A) | la

longueur du segment non orienté [A, B\.
La longueur d'un segment dépend de j même si j est limité à une classe

affine de paramétrisations; toutefois comme conséquences immédiates des

propositions 2.1. et 2.2.:

* Le rapport des longueurs de deux segments d'une même droite est une

notion affine.

\AB\ \BA\

Si C e [AB] \AB\

ces deux propositions
étant affines.
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Milieu d'un segment.

Problème : A et B étant deux points de (D;j) existe-t-il un point M e [A,B]

tel que | MA | | MB |

I MA I

1

Si un tel point M existe, — 1 ; il est a prévoir d après la propo-
I MB I

sition 2.1., que M est alors défini sur la droite affine et non seulement sur la

droite (D;j).
Si M existe Me [A, B] et vérifiant | MA | | MB | sur une droite

on doit avoir (en supposant j (A) <j(B)):

j (M) — j(Ä) ^0 ,j(B)-j(M)^0 et | j - j (M) j | -j(M)\
c'est-à-dire :

0 ûj(M)-j(A)=j(B)-j(M).

D'où j (M)
*

(j(A) + j(B)) qui vérifie bien j (A) S j {M) ^ j (B). La

relation j (M) «s ^ (j(A) + j(B)) détermine un point unique du segment [AB]

et ce point vérifie | MA | | MB |

En mesure algébrique la relation déterminant M s'écrit AM ~ MB

(valable même si j (A) > j (B)), c'est-à-dire -==- — 1. Comme la valeur

de ce rapport est indépendante de la paramétrisation dans une même classe

affine de paramétrisations, il en résulte que le point M déterminé à partir

t • MA 1 7de la paramétrisation j vérifié aussi —— — 1 avec la paramétrisation /c,

affinement équivalente à j.
Le point M du segment [A, B] vérifiant | MA | | MB | est le milieu

du segment [A, B].
La propriété pour un point d'être le milieu d'un segment est une

propriété affine.

Point partageant un segment dans un rapport donné.

On a posé le problème du milieu d'un segment en termes de longueur de

segments non orientés et on a abouti à la résolution du problème suivant:

déterminer M sur la droite D de sorte que ^ — 1. Ainsi posé le pro-
MB
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blême a une solution affine. On peut alors poser le problème suivant:

Déterminer M sur la droite de sorte que p où p est un nombre
MB

réel.

Bien évidemment une représentation paramétrique j est nécessaire pour
résoudre le problème mais s'il y a une solution, cette solution ne dépend

pas de j dans une même classe d'équivalence affine.

j (A)- j (M) - p(j(B) - j(M)) 0

d'où
(P-1)7 (AO - 7 CO + CB),

relation qui détermine j (M) sauf si p — 1 0, c'est-à-dire que l'on sait

MA *

déterminer, M d'ailleurs unique, vérifiant — p sauf pour p — 1

MB

j (M) ^ jM) + — j CB)
p -1 - 1

Remarquer que la somme des coefficients de j et j dans la
formule précédente est 1.

Si on pose:

a f ß - -on a a + ß 1 et cy (,4) + # (5)
p - 1 p -1

Barycentre.

M est appelé le barycentre des points A et B affectés des coefficients

respectifs a et ß (a + ß) — 1.

Le couple formé d'un point et d'un nombre réel est appelé un point
matériel: soit (A, a) un point matériel; A en est le support géométrique et

a la masse. (M, 1) déterminé par j (M) aj (A) + ßj(B) est le barycentre
des points matériels (A, oc) et (B, ß) avec oc + ß 1.

Si a' + ß" n'a pas la valeur particulière 1, on définit encore le barycentre
des points matériels (A, oc'), (B, ß') par (M, oc' + ß') où M est défini sur D par:

MA ß' oc' ß'
•==- - - » c'est-à-dire j (M) j (A) + j (B).
MB a a + jß a +

Si on écrit (M, a' + ß') (A, oc') + (B, ß') on peut prétendre avoir défini

une « addition » entre points matériels, et cette prétention serait tout à fait
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légitime dans la mesure où cette addition vérifierait les lois algébriques de

l'addition, ce qui n'est pas tout à fait le cas. L'étude de cette « addition »

peut néanmoins se justifier dans une classe de Seconde, ne serait-ce que

pour mieux mettre en évidence les « bonnes » propriétés de l'addition
(de l'opération de groupe en général) en faisant voir par un contre exemple
tel que celui-là que ces « bonnes » propriétés ne « vont pas de soi ».

Problème.

Est-ce que, en restreignant au besoin la classe des paramétrisations
admissibles, d'autres structures de R, par exemple l'addition, peuvent être

reportées sur (D\j) Si l'addition de R se reporte sur (D; j) on définit:

A B+Coj(A)=j(B)+j(C).
Soit alors à déterminer à quelles conditions (sur k) la somme B + C

déterminée sur (D; k) est la même que la somme B + C déterminée sur

V-S, C eD,r1(m +j(Q) 1 (k(B) + k(C))

équivalent à:

yb, ce R, koj~\b + c) k(B) + k(C) koj~\b) + j~ »(c).

"La condition pour que k et j déterminent la même somme sur est que
k o j~1: R -» R conserve l'addition. Cette relation est encore une relation
d'équivalence mais n'est pas l'équivalence affine.

A l'intérieur d'une classe affine la relation «ko j'1 conserve l'addition »
définit une classe linéaire.

Chapitre II. — Le Plan

On adopte le même point de vue que dans l'étude de la droite. Nous
considérons un plan comme un espace en soi sans espace environnant. Il
n'est pas question de « regarder un plan » de l'extérieur, donc de parler de
son aspect « plan ou courbe », puisqu'il n'y a aucun repère extérieur pour
apprécier ces qualités traditionnelles.

Définition : Un plan est un couple (P; J) formé d'un ensemble et d'une
bijection J :P->Rx R.

Plan standard: (RxR;/) ou simplement plan R x R, dans lequel
/:RxR->RxRest l'application identique.
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