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SUR LES POLYGONES GENERATEURS
DE GROUPES FUCHSIENS

par G. DE RHAM

Dans son Mémoire sur la théorie des groupes fuchsiens, paru en 1332
aux Acta Mathematica et reproduit dans le tome II de ses ceuvres ([1],
pp. 108-168), Poincaré¢ a moutré comment 'on peut engendrer de tels
groupes & partir de certains polygones ([1], pp. 134 et suivantes). Toutefois,
un point de sa démonstration n’a pas toujours paru a P'abri de critiques
([1], p. 134, Note de N. E. Norlund; il s’agit d’établir que la condition
indiquée dans la premiére partic du théoréme énoncé ci-dessous (n° 1)
est suffisante méme lorsque le polygone présente des cycles hyperboliques).

En examinant cette question, sur laquelle je remercie M. J.-L. Koszul
d’avoir attiré moun attention, j’ai été conduit & reprendre I’ensemble du
probléme. C’est donc ici un article d’exposition, qui n’apporte pas de
résultat nouveau, mais qui j’espére, en éliminant peut-étre quelque obscurite,
ne sera néanmoins pas inutile.

1. Dans le plan de la variable complexe z=x+ iy, compactifi¢ avec un
point & linfini, désignons par P le demi-plan de Poincaré y=1Im(z) > 0,
par P son adhérence, P—P étant l'axe réel y=0, et par G le groupe des
transformations

+
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z - T(z) = (o, B,y, 0 réels, ad —Py=1).

W

Poincaré a désigné sous le nom de groupe fuchsien tout sous-groupe
discret de G. Pour construire de tels groupes, il considére dans P un polygone
fermé simple & un nombre fini de cotés, qui peuvent €tre de deux espeéces:
les cotés de premiere espéce sont des arcs de cercle (ou segments de droite)
orthogonaux a I’axe réel, les cotés de seconde espéce sont des segments de
cet axe. Les cotés de premicre espéce sont en nombre pair et répartis en
couples, les deux codtés a et a’ d’'un méme couple sont dits conjugués et
’on suppose donnée une transformation 7" € G qui change a en a’, de manicre
que, ces cOtés étant orientés positivement par rapport a 'intérieur du poly-
gone, 1’origine de a soit changée en I'extrémité de a’. Les transformations
T et T~! seront appelées transformations de conjugaison.

L’Enseignement mathém., t. XVII, fasc. 1. 4
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| o dz . .
La longueur non euclidienne dans P, J—I—', étant invariante par G,
Y

deux co6tés conjugués a et a’ ont la méme longueur nou euclidienne et il
n’existe en général qu’une transformation T'e G qui change a en a’ et
Porigine de a en I'extrémité de a’; il n’y a exception que si les deux extré-
mités de a sont sur I’axe réel. En effet, si T, et T, sont deux telles transforma-
tions, T _21 - T, laisse fixes les extrémités de a et se réduit nécessairement a
I'identité sauf si ces deux extrémités sont sur 1’axe réel. Dans ce cas excep-
tionnel, 1l existe une infinité de transformations de G changeant a en a’,
mais la transformation de conjugaison 7 en est une bien déterminée, donnée
en méme temps que le polygone.

On admettra encore que deux cotés de seconde espéce ne sont jamais
consécutifs (sinon, en supprimant le sommet les séparant, on les réunirait
en un seul coté).

Disons qu’un sommet e’ du polygone est le successeur du sommet e,
si le coté d’origine e est conjugué au coté d’extrémité e’. La transformation
de conjugaison qui change le c6té d’origine e en celui d’extrémité e’ change
donc e en e’. Les sommets du polygone engendrent alors une ou plusieurs
suites, dans lesquelles chaque sommet origine d’un c6té de premicre espece
est suivi de son successeur. Une telle suite { e; } peut étre finie ou infinie.
Si elle est infinie, elle est périodique, et si # est le plus petit entier > 0 tel
que e;,,=e;, la période (e,, e,, ..., e,), ol e; =e,,; est le successeur de €ns
est appelée un cycle fermé. Si la suite est finie, elle commence par un som-
met e, qui est Uextrémité d’un coté de seconde espéce et qui par conséquent
n’est le successeur d’aucun sommet, et se termine avec un sommet e,, qui
est 'origine d’un c6té de seconde espéce et n’a par conséquent pas de succes-
seur; une telle suite (e, e,, ..., €,,) est appelée un cycle ouvert.

Les sommets d’un méme cycle sont ou bien tous dans P, ou bien tous sur
I’axe réel; dans le premier cas, le cycle sera dit de premiére espéce, et dans
le second cas de seconde espéce. Remarquons qu’un cycle fermé peut étre
de premiére ou de seconde espéce et peut se réduire 4 un seul sommet e,
le cOté d’origine e étant alors conjugué au coté d’extrémité e. Par contre, un
cycle ouvert est toujours de seconde espéce et contient au moins deux
sommets. _

Etant donnée une suite de sommets { e; }, ot e, ; est le successeur de e;,
désignons par T; la transformation de conjugaison qui change le coté
d’extrémité e;, ; en le coté d’origine e;, et par conséquent e, ; en e;. Alors
T, T;rq.. Tisr_y change e;,, en e, Nous dirons que e;., et e; sont
conjugués par T; - T4 - ... " Tipp—1 -

[/
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Deux sommets d’un méme cycle ouvert sont conjugués par une transfor-
mation et une seule. Mais deux sommets d’'un méme cycle fermé peuvent étre
conjugués par plusieurs transformations; en effet, si { e; } est une suite
infinie, de période (ey, €5, ..., €,), S;=T;  T;1q * ... * T;4,—1 Cchange e, ;=e;
en lui-méme, et les transformations qui conjuguent e; ., avec e; sont données
par I’expression

S}il' T Tivy oo Tig—y

ou 4 est un entier quelconque. Selon que S; est d’ordre fini ou infini, il y en
aura un nombre fini ou infini. Si le cycle est de premicre espece, S; est une
transformation elliptique, rotation non euclidienne de P autour de e,
dont P’angle ne dépend que du cycle et pas de 7, puisque S; et S;, (=T7'S:T;
sont semblables, et peut en particulier se réduire a l'identité. Si le cycle
fermé est de seconde espéce, le point fixe e¢; de S; étant sur I'axe réel, S;
est une transformation parabolique ou hyperbolique (nous verrons qu’elle
ne peut pas se réduire a I’identité); selon le cas, nous dirons que le cycle est
parabolique ou hyperbolique. |

Désignons maintenant par I’ le sous-groupe de G engendré par les
transformations de conjugaison, et par Il ’ensemble des points de P qui
sont & lintérieur ou sur le contour du polygone. Son adhérence IT est
compacte, et JT—IT est ’ensemble des points du contour du polygone situés
sur 'axe réel.

Si les transformés yIT de II par les transformations y de I' n’empiétent
pas les uns sur les autres, alors I' est discret. En effet, soit z, un point inté-
rieur a IT; les transformations de G' qui changent z, en un point intérieur a I1
forment un voisinage de I'identité dans G; si I' n’est pas discret, ce voisinage
contient une infinité de transformations y de I', pour chacune desquelles
yz, est intérieur a IT de sorte que yII empiéte sur I1. Si ces transformés de IT
par les y € I' n’empictent pas les uns sur les autres et si de plus leur réunion
est égale a P, on dit que II est un domaine fondamental pour le groupe
fuchsien I.

La premicre partie du théoréme suivant donnera par conséquent une
condition suffisante pour que I' soit un groupe fuchsien, et la seconde partie
une condition nécessaire et suffisante pour que II soit un domaine fondamental
pour I

THEOREME. La condition nécessaire et suffisante pour qu’aucun point de
P ne soit intérieur a deux transformés distincts yII et y'II de IT (y, y'el’, y #£y")
est que la somme des angles de II aux sommets de tout cycle de premiére
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espéece soit égale a 2n ou a une partie aliquote 2n/k de 2n (k=entier > 1).

Pour que, de plus, la réunion de tous les yII (yel') soit égale a P, ¢ est-a-dire

pour que I1 soit un domaine fondamental pour I', il faut et il suffit que, de plus,
il n’y ait pas de cycle hyperbolique. \

2. Montrons d’abord (pour €tre complet, bien qu’il n’y ait 1a aucune
difficulté) que la condition figurant dans la premiére partic du théoréme
est nécessaire. Soit (e, e,, ..., e,) un cycle de premiére espéce et p un nombre
positif assez petit pour que le cercle non euclidien C; de centre e; et de
rayon p ne coupe le contour de IT qu’en deux points situés sur les cotés issus
de e; (pour tout i=1, 2, ..., n), en sorte que la portion de IT intérieure a C;
soit un secteur 4;, d’ouverture égale a 'angle «; de II en e; (0<a;<2n)
et que ces différents secteurs 4; (i=1, 2, ..., n) soient deux-a-deux disjoints.
La transformation 7, qui change le c6té d’extrémité e;, , en celui d’origine
e;, change 4;,,; en un secteur 7; 4;,, adjacent a 4, le long de ce dernier
coté. La transformation 7, - T, * ... - T;_; change par suite 4; et T;4;,
en deux secteurs adjacents de centre ey, A;=T, Ty - ... - T;_, 4, et A;,,.
La réunion A=4, U 4, U ... U 4, est un secteur de centre e, et d’ouver-
ture o=o, + o, + ... +a,. Pour qu’aucun des A; n’empiéte sur 4,, il est

-nécessaire que o = 27. D’autre part, la transformation S, =7, - T, - ... - T,
change A, en un secteur adjacent a 4,, donc change d’un des cotés de 4
en ’autre et c’est par suite une rotation non euclidienne autour de e, d’angle
—oa, si o < 27, et 'identité si «=2mn, auquel cas 4 n’est pas autre chose que
le disque de centre e, de rayon p et le cycle est dit adventif. St « < 2n, pour
que les transformés de A4 par les puissances de S; n’empiétent pas les uns
sur les autres, il est nécessaire que o soit une partie aliquote de 2n, a=




=2n/k (k=entier>1). Alors S% se réduit A lidentité et le cycle est dit
elliptique d’ordre k—1.

Avant d’établir la suffisance de cette premiére condition, nous prouverons
la seconde partie du théoréme. Mais pour cela quelques préliminaires sont
nécessaires.

2. Définissous, dans IT et dans J], une relation d’équivalence, qui sera
notée ~, en convenant que z ~ z’ si z et z’ sont deux points correspondants
sur deux cdtés conjugués, ou si z et z’ sont deux sommets d’'un méme cycle,
ou encore naturellement si z=z'. Si z et z’ sont des sommets d’un méme
cycle, ils sont conjugués par une ou plusieurs transformations 7, définies
ci-dessus; s’ils sont intérieurs & deux cOtés conjugués, ils sont conjugués
par la transformation de conjugaison 7" qui améne ['un sur 'autre et 'on a
toujours z'=7T7z; dans le cas ou z=z’, on dira encore que z est conjugué
avec lui-méme par la transformation identique.

Remarquons qu’il ne faut pas exclure la possibilit¢ qu’il existe deux
points z et z’' de IT et une transformation T e I telle que z' =Tz sans que
z et z’ soient conjugués par T, au seus ci-dessus. En fait, cela pourra se
présenter si la condition relative aux cycles de premiére espéce n’est
pas satisfaite, et le fait que cela ne peut pas se présenter lorsque cette condi-
tion est satisfaite sera une conséquence du théoréme et ne doit pas étre admis
avant la démonstration.

Supposons maintenant cette condition satisfaite: la somme des angles
de IT aux sommets d’un cycle de premiére espéce est 2z ou une partie ali-
quote de 2n. Et considérons les espaces quotients

F=Tf~, S =1~ .

Les points de E=F—S correspondant aux cotés de seconde espéce et
aux sommets des cycles ouverts de IT forment des courbes fermées cons-
tituant le bord de la surface F, tandis qu’aux cycles paraboliques ou hyper-
boliques correspondent des points de E isolés dans F. La métrique non
K2

y
réguliere sauf aux points correspondant a des cycles elliptiques, qui se
présentent comme des points coniques; un disque centré en un tel point
s’obtient en identifiant les deux cdtés d’une secteur circulaire 4 d’ouverture
angulaire 27/k, si le cycle elliptique est d’ordre k —1.

Définissons encore, dans le produit 7 x I', une relation d’équivalence,
qui sera notée 2, en convenant que (z;, y;) 2 (24, y,) si et seulement si
zy et z, sont conjugués par T'=7y; "'y, La relation (zy, y;) 2 (2, 7,)

euclidienne

de P induit sur S une métrique non euclidienne localement
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implique alors z; ~ z, et y,z; =7,z,. Convenons de munir I" de la topologie
discréte et formons encore les espaces quotients

F=@IxT|2 e S=IOxT/2.

La projection (z, y) = z de IT x I sur IT induit une application p,: § — S
qui est une projection de revétement ramifié sur les points coniques, ’ordre de
ramification étant égal a ’ordre du cycle elliptique correspondant. Par
suite, la métrique non euclidienne de S induit sur S une métrique non
euclidienne partout réguliére, méme au-dessus des points coniques.

L’action de I' sur I xI', définie en posant y (zq, y;)=(z4, }7;), €St
compatible avec la relation 2, car (zy, y;1) 2 (z,, 7,) implique (z,, yy,) 2
(25, y7,)- Elle induit par suite une action de I' sur S qui est permutable
avec p; et qui n’est pas autre chose que le groupe des transformations de
revétement, pour lequel IT x (élément neutre de I') est un domaine fon-
damental.

D’autre part, I’application de IT xI' dans P qui envoie (z, y) sur yz,
étant compatible avec la relation 2 , induit une application p : § — P qui
est localement isométrique. Si S est une surface compléte (c’est-a-dire si
toute suite de Cauchy pour la métrique non euclidienne y est convergente),
S est aussi compléte, son image p () dans P ne peut avoir de point frontiére
et coincide donc avec P, 'application p est une projection de revétement,
donc bijective, et § s’identifie & P. Il en résulte que IT est un domaine fon-
damental pour I.

Réciproquement, si IT est un domaine fondamental pour I', § s’identifie
a P et par suite S est compléte.

Il résulte de 1a que, pour établir la seconde partie du théoréme, on est
ramené a prouver que S est complete si, et seulement si le polygone Il n’a
pas de cycle hyperbolique.

Nous montrerons ensuite que s’il y a des cycles hyperboliques, S est
isométrique a une partie d’une surface compléte S’, associée a un polygone
I1" dont les transformations de conjugaison engendrent le méme groupe I';
cela entrainera que § est une partie du revétement §' de S’ et que par suite
’application p : § — P est injective, et la suffisance de la condition relative
aux cycles de premiére espéce dans la premiére partie du théoréme sera ainsi
établie.

3. Avant de démontrer ces assertions, considérons deux exemples.

I. Prenons pour IT la bande {1 = x =2, >0}. 1l y a un coté de
seconde espece, le segment (1, 2) de I'axe réel, et deux cotés de premiere
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espéce, les demi-droites (oo, 1) et (o0, 2), que nous conjugous par I’homo-
thétie T, Tz=2z. Le point co forme alors un cycle hyperbolique et I’ensemble
des transformés T*II (keZ) de Il ne recouvre que le premier quadrant
(x>0, y>0).

Mais considérons la demi-couronne /I'={y > 0,1 =z | =21, les
deux cotés de premiére espéce formés par les deux demi-cercles limitant la
couronne étant conjugués par la méme homothétie 7. Les sommets forment
alors deux cycles ouverts, (—2, —1) et (1, 2), et la réunion des transformés
de IT par les puissances de T recouvre P tout entier. La surface F associée a
IT est la partie de la surface F’ associée a IT correspondant a la moitié de I1’
contenue dans le demi-plan x > 0.

En remplagant IT par I1’, on a en somme substitué au cycle hyperbolique
(c0) le coté de seconde espéce {—2 = x = —1,y=0}, sans changer le
groupe I', qui est ict le groupe cyclique engendré par 7. Ce procédé, qui
permet d’éliminer les cycles hyperboliques a un seul sommet, est décrit
dans la thése de M. Pierre Buisson [2], qui m’a été obligemment signalée
par M. Koszul.

II. Voici un exemple analogue mais moins trivial. Soit IT le quadrilatére
de sommets oo, z;=1+4+mi, z,=2+2mi, zy=Ile point milieu de I'arc géo-
désique joignant z, a z,, (arc de cercle centré sur ’axe réel), m étant choisi de
maniere que la somme des angles de IT en z, et z, soit une partie aliquote

{
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de 2n (ce qui est toujours possible). Les cotés (oo, z,) et (0, z,) sont conju-
gués par ’homothétie 7, T,z=2z, et les cotés (z3, z,), (z3, z,) par 'invo-
Jution 7, qui échange z, et z, en laissant z; fixe (7, est une rotation non
euclidienne d’angle 7 autour de z3).

On a un cycle hyperbolique (c0) et deux cycles elliptiques (z3) et (z4, z,).
Comme le quadrant { x > 0,y > 0} est changé en lui-méme par T, et
en une partie de lui-méme par T, et comme II est contenu dans ce quadrant,
les transformés de IT par le groupe I' engendré par 7, et T, ne peuvent
sortir de ce quadrant et ne recouvrent pas P tout entier.

Mais considérons le pentagone I1’ de sommets zy, z3, z,, —| z, |, —| z, |.
Les cotés (zi, z4), (23, z,) sont toujours conjugués par 7,, et les cotés
(— ‘zll, zy), (— [22!, z,) par T,. En passant de II a I1', on a remplacé le cycle
hyperbolique (0) par le coté de seconde espéce (— !22 ‘éx é—]zl , y=0).
En vertu du théoréme que 'on démontre plus loin, la réunion des trans-
formés de I1’ par I" recouvre P sans lacune et sans duplicature, tandis que la
réunion des transformés de IT est la partie du quadrant {x > 0,y > 0}
extérieure aux cercles images de ’axe Oy par le groupe I.

4. Pour établir les assertions du n° 2, nous allons d’abord montrer que
[’on peut modifier le polygone I1, sans que S ni I' ne soient changés, de maniere
que les cycles fermés de seconde espéce se réduisent a un seul sommet (sans
changer leur nature parabolique ou hyperbolique) et les cycles ouverts a
deux sommets. Pour cela, il suffira de faire disparaitre les sommets de seconde
espece qui séparent deux cotés de premiere espéce non conjugués. Il est clair
en effet que s’il n’y a pas de tel sommet, les cycles fermés de seconde espéce
se réduisent a un sommet et les cycles ouverts a2 deux sommets.

Soient e;, e;,4, €;,, trois sommets consécutifs d’un cycle de seconde
espece, e; # €;.1 7 €j.,, mais e; et e;,, n’étant pas nécessairement dis-
tincts. Solent a le cdté d’extrémité e;,, et b celui d’origine e;, 4, a’ et b’
leurs conjugués. Les transformations de conjugaison 7 et T,,, changent
respectivement a en a’ et b’ en b. Choisissons des points 4 sur a et B sur b

~ 4 ~
7 a ¢ .
) ———;7—/7' ‘\SK 1 /,./ \\ I
ﬁ B ,B‘n
%}r ed“




57 —

et considérons le triangle 4 =(4, B, e;,) et sonimage 4'=T;4= (4, B', ¢;),
ot A'=T;A, B'=T;B. Supposons A et B assez voisins de e;,; pour que A’
n’ait en commun avec IT que le cdté (e;, 4"). On peut alors modifier IT en
enlevant 4 et en le remplagant par 4.

Les cotés a, a’, b, b’ sont raccourcis, s’arrétant en A, A', B et B"=
= ;31 B. Les nouveaux cotés (4, B) et (4’, B") sont conjugués par T,

)

f\\l/ 7ra ﬁ/ b —
r & :
/7 \\ J”/b \\ !

comme a et a’, et les nouveaux cdtés (e, ,, B”) et (e;, B') sont conjugues
par T - T;.

Il s’introduit deux nouveaux cycles adventifs, (4, A") et (B', B, B"),
tandis que le cycle de seconde espéce (...ej, €11, €42, ...) est remplacé par
(...€j, €12, ...), le sommet e;,; étant supprimé. La transformation de
conjugaison 7T;,, est remplacée dans ce cycle par 7;-7;.,, qui change
(B", e;+,) en (B’, e;). La nature du cycle (parabolique, hyperbolique ou
ouvert) n’est pas changée, non plus que S ni I'. En répétant cette opération
autant de fois qu’il faudra, on se raméne a un polygone dont les cycles
fermés de seconde espéce se réduisent & un seul sommet et les cycles ouverts
a deux sommets. Remarquons que, la transformation associée a un cycle
de seconde espéce a un seul sommet ne pouvant pas se réduire a I'identité,
il en sera de méme pour la transformation associée a tout cycle fermé de
seconde espece, comme annonce au n° 1.

Nous pouvouns des lors supposer que tout cycle fermé de seconde espéce
se réduit a un seul sommet, et nous dirons que ce sommet est hyperbolique
ou parabolique selon la nature du cycle.

Montrons maintenant que si S n’est pas compléte, il y a au moins un
sommet hyperbolique. Prenons un cercle non euclidien C, centré en un
point intérieur a I1, de rayon assez grand pour qu’il contienne tous les
sommets de premiére espéce et un point au moins de chaque coté de pre-
miere espece. La portion de IT extérieure a C est alors formée de triangles 4,
ayant pour cotés un arc de C et deux segments de cOtés conjugués de II
aboutissant & un sommet parabolique ou hyperbolique, et de quadrilatéres O
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dont les cotés sont encore un arc de C, deux segments de cdtés de premicre
espece aboutissant cette fois aux deux extrémités d’un coté de seconde
espece de II formant le quatriéme coté de Q. Les deux segments de cOtés de
premiére espece seront appelés les cotés latéraux de Q.

I’ensemble des points de .S qui correspondent & des points de IT situés
dans le disque fermé limité par C étant compact, on en déduit qu’il existe
un nombre positif r tel que la longueur de toute demi-géodésique issue d’un
point de cet ensemble soit supérieure a r.

Si toutes les demi-géodésiques issues d’un point de S étaient de longueur
infinie (c’est-a-dire: indéfiniment prolongeables), il en serait de méme des
demi-géodésiques du revétement § et 'image p (S) de § par 'application
p : S — P définie au n° 2, contenant toutes les demi-géodésiques issues d’un
point de P, serait identique a P, c’est-a-dire que p serait une isométrie non
seulement locale, mais globale, et S=P étant compléte, S le serait aussi. Par
conséquent, comme S n’est pas compléte, de chaque point de S part au
moins une demi-géodésique de longueur finie (cela n’est d’ailleurs qu’un cas
particulier du théoreme de Hopf-Rinow, dont on peut trouver une démons-
tration simple dans ’Appendice a [3]). Il en résulte immédiatement 1’exis-
tence d’une demi-géodésique de longueur aussi petite que ’on voudra.

Une demi-géodésique de S est représentée dans IT par une suite d’arcs
de cercle (ou segments de droite) orthogonaux a I’axe réel, telle que pour
deux arcs consécutifs, I’extrémité du premier et 'origine du suivant soient
des points conjugués sur le bord de I7, les tangentes en ces points se corres-
pondant par la transformation de conjugaison. Supposons cette demi-
géodésique de longueur inférieure & r et a la distance des cotés latéraux de
chacun des quadrilatéres Q. Ces arcs sont alors tous extérieurs a C et tous
dans un méme triangle 4. S’ils étaient en nombre fini, le dernier aboutirait
a un point de I’axe réel et serait de longueur infinie, ce qui est exclu; il y en
a donc un nombre infini. On peut supposer que le sommet de ce triangle 4
sur 1’axe réel est le point co. Alors 4 est une bande limitée par deux demi-
droites paralléles a I'axe Oy et un arc du cercle C. Si le sommet co était
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parabolique, ces demi-droites seraient conjuguées par une translation
paralléle & Ox, les arcs représentant dans 4 notre demi-géodésique se
déduiraient par cette translation et ses puissances des arcs d’'un méme cercle
centré sur Ox et ne pourraient pas €tre en nombre infini. Donc le cycle est
hyperbolique. Nous avons ainsi prouvé que si S n’est pas complete, il y a
au moins un cycle hyperbolique.

Si I a des sommets hyperboliques, on peut le modifier, en suivant
M. Buisson, de maniére & obtenir un polygone II’ n’en ayant plus et engen-
drant le méme groupe I'. Soit en effet e un tel sommet et 4 le triangle
correspondant. On peut supposer que e= oo et que les cotés de 4 abou-
tissant & ce moment sont des demi-droites d’abcisses x=1 et x=k > 1,
conjuguées par ’homothétie T, Tz=kz. Marquons sur ces cotés deux points
conjugués z, et z,=kz,, en prenant | z, | assez grand pour qu’a Pextérieur
du cercle | z |=| z, | il 0’y ait pas d’autres points de IT que ceux de 4. Le
secteur de couronne B’ = { |z, | =|z| =]z, |, argz; =argz < n n’em-
piete alors pas sur II. En remplagant par B’ la partie de II formée de la

T
bande B= {1 =x=k,argz,, =argz < 5} , on raccourcit les cotés de 4 en

les arrétant en z; et z, et I’on introduit deux nouveaux cdtés de premiére
espece,les arcs de cercle limitant B’, qui sont conjugués par la méme trans-
formation T'; les nouveaux sommets z, et z, forment un cycle adventif, tandis
que le sommet hyperbolique e= co est supprimé, remplacé en quelque sorte
par le coté de seconde espéce {—|z, | =x = — |z |, y=0}.
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En opérant de méme pour chaque sommet hyperbolique, on obtient
un nouveau polygone I1" qui engendre le méme groupe I" puisque les traus-
formations de conjugaison ne sont pas changées, et pour lequel la surface
S'=1II"] ~ est compléte, puisqu’il n’y a plus de cycle hyperbolique.

Considérons maintenant la partie B” de B’ contenue dans le demi-plan

x > 0, intersection du secteur A={argz, =argz < —7E } avec la couronne
?
Hal=lzl=]21}.

Les transformées de B” par les puissances de 7 remplissent le secteur 4
sans empiéter les unes sur les autres. Il en est de méme des transformées de B.
Par suite, B/ ~ et B"/ ~ s’identifient au quotient de A par le groupe qu’en-
gendre T. Soit IT" le polygone qui se déduit de IT en remplagant B par B”
et en opérant de méme pour chaque sommet hyperbolique; la surface .S
s’identifie alors a la partie 11"/ ~ de S’. A chaque sommet hyperbolique de I1
correspond un coté de premiére espéce de IT1” sans conjugué; dans le cas
ci-dessus ce coté est { |z, | =y = |z, |, x=01. Un arc de cercle de centre
O contenu dans B” et aboutissant sur ce coté représente une demi-géodésique
de longueur finie non prolongeable dans S. La démonstration du théoréme
est ainsi complete.

Voyons encore quelle est la partie P, de P que recouvrent les transformés
de II par I', ou, ce qui revient au méme, les transformés de IT". Il est clair
que P—P, est la réunion des transformés de I’ —I1”, donc la réunion des
transformés des ensembles analogues a B’— B” associés aux divers sommets
hyperboliques. Or, la réunion des transformés de B’— B” par les puissances
de T est le quadrant { x =0,y > 0} . En général, pour chaque sommet
hyperbolique e, considérons le demi-cercle joignant ce sommet dans P
a l'autre point fixe de la transformation hyperbolique associée (ce sera une
demi-droite si I'un des points est c0). La région P, est limitée dans P par
I’ensemble de ces demi-cercles et de leurs transformés par I'. Sauf dans le cas
ou I' est cyclique comme dans I’exemple I, ces demi-cercles sont en nombre
infini. C’est ce qu’a trés exactement indiqué Poincaré ([1], p. 142).

5. La méthode de Poincaré permet de construire a partir d’un polygone
les sous-groupes discrets de G qui peuvent €tre engendrés par un nombre fini
d’éléments. En fait, c’est a ceux-la seuls que Poincaré s’intéressait. Mais il
en existe d’autres. En principe, on devrait pouvoir les construire a partir
d’un polygone a un nombre infini de cotés, mais leur existence peut €tre
établie par une autre voie. Soit S une surface de Riemann dont le groupe
fondamental n’a pas de systéme fini de générateurs (par exemple: un ouvert
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de C dont le complémentaire a une infinité de composantes connexes).
D’aprés le théoréme général d’uniformisation de Poincaré-Koebe, son
revétement universel est isomorphe a P et le groupe des transformations de
revétement fournit un sous-groupe discret de G isomorphe au groupe fon-
damental de S. L’étude des sous-groupes discrets de G est inséparable de
celle des surfaces de Riemann. Un grand nombre de travaux et plusieurs
traités ont été consacrés a ces questions. Je me borne a mentionner ’excellent
ouvrage de J. Lehner [4], ou 'on trouvera une riche bibliographie.
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