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essentielle entre les deux modes de raisonnement. Le raisonnement par
récurrence ordinaire fournit un procédé régulier permettant de vérifier
la propriété, pour un entier déterminé quelconque, au moyen d’un nombre
fini de syllogismes. Le procédé par récurrence généralisé ne permet de
vérification pour un nombre transfini que si 'on emploie le raisonnement
par récurrence ordinaire. On peut exprimer cela en disant: le raisonnement
par récurrence ordinaire permet de conclure pour une collection contenant
une infinité dénombrable, le raisonnement par récurrence généralisé permet
de conclure pour une collection contenant une infinité non dénombrable
d’objets.

CHAPITRE XIX

Les résultats dont j’ai indiqué I’existence, ainsi que presque tous ceux
relatifs aux fonctions générales, appellent une autre remarque. Nous énon-
¢ons comme condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction soit
d’une classe déterminée que la fonction jouisse de telle ou telle propriété;
mais nous ne savons pas reconnaitre en général si une fonction donnée
posséde ou non cette propriété et, s’il arrive que nous connaissions un
procédé régulier permettant de faire cette recherche, ce procédé utilise des
opérations que nous ne savons pas toujours effectuer. Ces conditions ne
sont-elles que des tautologies sans intérét ? Puisqu’on a pu en déduire
quelque chose elles n’ont pas été inutiles bien qu’elles énoncent seulement
I’équivalence de deux problémes. Mais 1l y a plus, on peut affirmer que
toute autre condition aurait les mé€mes inconvénients; il suffit pour s’en
convaincre de remarquer qu’il n’est pas d’opération, si simple soit-elle,
qu’on sache effectuer sur toute fonction donnée, par quelque procédé que
ce soit: on ne sait pas reconnaitre si une fonction est continue ou non,
on ne sait pas calculer son maximum et son minimum dans un intervalle,
etc., et si I’on admet généralement que ’on sait effectuer ces opérations
c’est parce que cela est vrai le plus souvent dans la pratique. Il ne faut pas
trop demander & une condition nécessaire et suffisante. La condition
ci-dessus énoncée qu’a fait connaitre M. Baire est souvent applicable prati-
quement; les conditions actuellement connues, pour qu’une fonction soit
d’une classe déterminée d’indice supérieure a 1, sont mauvaises.

Pour que les problémes aient des solutions précises, il faudrait s’astreindre
a ne considérer que des fonctions définies par des procédés trés spéciaux;
nous avons vu, par exemple, que le théoréme de M. Arzela, qui fait connaitre
a quelle condition une fonction définie par une série de fonctions continues
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est de classe 1, ne donne encore pour ce cas simple qu’une condition souvent
inapplicable pratiquement. Pour résoudre pratiquement un probléme relatif
aux fonctions il faudrait examiner successivement les différents procédés
employés actuellement pour donner une fonction. Une énumération
compléte de ces procédés parait difficile; je me contenterai d’examiner ce
que 'on entend par une fonction donnée.

CHAPITRE XX

La définition générale des fonctions est si vague que non seulement elle
ne suffirait pas a donner 'idée de fonctions & qui ne I’aurait pas mais encore
qu’elle ne fournit pas de réponse précise a cette question: comment peut-on
nommer une fonction ?

On ne fait plus en général de différence entre une fonction déterminée
et une fonction définie ou donnée; je me conformerai a cet usage. Parfois
méme on dit fonction connue a la place de fonction déterminée, mais on
verra qu’il est possible qu’une fonction soit déterminée et qu’on ne connaisse
presque rien sur elle.

Tant qu’une fonction était une expression de calcul, donner une fonction
a été nommer ou écrire la représentation analytique de la fonction. Plus
tard, donner une fonction ce fut indiquer un procédé quelconque permet-
tant d’obtenir la valeur de la fonction pour chaque valeur donnée de la
variable. Mais cela est peu clair; la valeur donnée de la variable peut étre
définie par son développement décimal, par son développement en fraction
continue, et de bien d’autres fagons encore. Lorsque ’on dit d’une fonction
qu’elle est nulle pour toutes les valeurs rationnelles de la variable et égale
a 1 pour les autres, on définit bien une fonction et cependant on ne connait
pas sa valeur, quand la valeur donnée de la variable est la constante d’Euler.

Cette difficulté résolue ou écartée pour la variable va se présenter a
nouveau pour la fonction et il s’en présentera d’autres; supposons, pour ne
pas donner un sens trop restreint a notre énoncé, qu’'une fonction ¢ (x)
sera définie quand on saura la calculer, pour x donné, avec une approxi-
mation donnée quelconque. Alors une série convergente ne définira une
fonction que si ’on sait apprécier la rapidité de sa convergence pour chaque
valeur de la variable.

En présence de ces difficultés on peut prendre bien des attitudes. Par
exemple, puisqu’il n’est pas d’opération qu’on puisse effectuer réellement
sur les nombres irrationnels, on peut n’admettre pour la variable ou la
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