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(lacets sans point base) de S?. Dans Q (S?) on considére le chemin ®, dont
'origine est la courbe constante pole nord et I’extrémité la courbe constante
pole sud, constitué par les paralléles de S2. Sur Q (S?) on a la fonction
longueur; si w ne contient aucune géodésique, on peut le déformer conti-
nliment en des chemins o/, de méme extrémités, déformation dans laquelle
chaque courbe diminue strictement en longueur. Continuant ainsi, ou on
a trouvé une g.p., ou on a déformé w en un chemin dont toutes les courbes
sont constantes (de longueur nulle). Or cette derni¢re possibilité est exclue
parceque w est précisément un générateur de 7,(S*) # 0. C’est donc que
notre chemin w reste « accroché » et le point d’accrochage est précisément

une g.p.
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14. Existence de plusieurs géodésiques périodiques.

De nombreux auteurs (Lusternik, Schnirelmann, Morse, Fet, Alber,
Klingenberg) ont obtenu des résultats partiels d’existence, sur une Vv.r.
compacte donnée, de plusieurs (2, 3,...) g.p. géométriquement distinctes
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(des g.p. ¢y, ..., ¢, sont dites géométriquement distinctes si les sous-ensembles
i ci(R), ..., c(R) de M sont distincts). Nous ne donnons pas le détail de
1 leurs résultats; en effet il est actuellement raisonnable de conjecturer que
© toute v.r. compacte admet une infinité de g.p. géométriquement distinctes.
D’abord, bien sfir, on ne connait pas de v.r. compacte, de dimension
=2, dont on ait pu montrer qu’elle n’a qu'un nombre fini de g.p. géo-
~ métriquement distinctes. Ensuite d’une part on dispose maintenant du:
- (14.1): théoréme (Gromoll-Meyer, [10]): soit {b(Q(M))} la suite des
- nombres de Betti de I'espace Q (M) = C° (S1; M). Soit M une variété
 compacte simplement connexe telle que la suite {b,(Q(M))} n’est pas bornée
(i.e. yaeNgk tel que b, (QM)) > a. Alors, quelle que soit la s.r. sur
M, la v.r. (M, g) admet une infinité de g.p. géométriquement distinctes.

(Noter que les nombres de Betti b, (2(M)) pour une variété M compacte
~simplement connexe sont tous finis.)

D’autre part, bien que I’on ne sache pas exactement quelles sont les

variétés compactes M pour lesquelles la suite {6,(2(M))} n’est pas bornée,
on a ceci: (1) plusieurs classes assez larges de M compactes ayant une telle
suite non bornée; (ii) les seules variétés simplement connexes connues pour
~lesquelles cette suite est bornée sont les P}. Or les P} ont, a vrai dire pour
leur s.r. canonique g,, une bonne infinité de g.p. géométriquement distinctes!
-~ Remarquer que 'on ne sait pas’, méme pour des s.r. g voisines de g,, si
(P%, g) admet une infinité de g.p. géométriquement distinctes.
Quant a la démonstration de (14.1), elle est fine et technique. En voici
- un schéma heuristique, seulement dans le cas «non dégénéré » (le cas
- dégénéré est cependant essentiel et complique grandement la démonstration).
- Il faut connaitre la théorie de Morse pour les sous-variétés critiques non-
dégénérées et pour les variétés de dimension infinie. On procéde par
~ 'absurde: s’il n’y a qu’un nombre fini de g.p. géométriquement distinctes,
- Cest qu’il existe k géodésiques périodiques simples ¢y, ..., cg, telles que toute
- g.p. soit un recouvrement fini de I'une d’entre elles. A chaque g.p. on
" associe un index k; les inégalités de Morse disent que le nombre de g.p.
d’index €gal a k est supérieur ou égal a b, (Q(M)). Etudiant les index k (1)
- d’une g.p. recouvrant m fois une g.p. donnée, on trouve que k (m) croit,
~ ¢n gros, comme une progression arithmétique. Ceci montre donc que les
b (Q(M)) sont bornés. C.Q.F.D.
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