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SUR UNE GENERALISATION
DES SYMBOLES DE LEGENDRE-JACOBI

par P. CARTIER (Strasbourg)

INTRODUCTION

Un théoréme assez peu connu (Zolotareff, Frobenius) donne une
interprétation des symboles de Legendre-Jacobi au moyen de la signature
de permutations convenables. Cette interprétation suggére une geénéralisa-
tion de ces symboles, a laquelle nous consacrons dans ces pages une €tude
élémentaire. Les propriétés des symboles généralisés redonnent facilement
les principaux résultats classiques de Legendre, Gauss et Jacobi et nous
permettront d’étendre le théoréme de Zolotareff-Frobenius au cas des corps
de nombres algébriques. On peut utiliser les résultats de cette Note pour
donner un exposé rapide des propriétés des symboles de Legendre-Jacobi,
exposé qui différerait trés peu de celui de Frobenius dans [2].

PREMIERE PARTIE
LA LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE ET LE LEMME DE (GAUSS-SCHERING

1. Résumé des résultats classiques (Legendre, Gauss, Jacobi).

Soient a et b deux entiers, avec b > 0. On dit que a est reste quadratique
modulo b s’il existe deux entiers x et y tels que x> = a -+ by, autrement dit,
si la classe de a est un carré dans ’anneau des entiers modulo b. Gauss
note a R b cette relation et a N b sa négation. Soient p et ¢ deux nombres
premiers, distincts de 2 et distincts entre eux. La loi de réciprocité qua-
dratique, conjecturée par Euler, démontrée partiellement par Legendre, et
¢tablie par Gauss en 1796, affirme qu’il n’y a que les quatre possibilités
suivantes:
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Le symbole de Legendre () est défini pour un nombre premier p # 2
et un entier a non divisible par p; il vaut 1 ou —1 selon que a est reste
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