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Par suite, toute transposition est produit d'un nombre impair de générateurs

711, et l'on peut définir les permutations paires (impaires) comme les

produits d'un nombre pair (impair) de générateurs Or, une transformation

de type a) appliquée à un produit de iti augmente ou diminue de deux
le nombre des facteurs, alors que ce nombre de facteurs est inchangé par
les transformations de type b) ou c). Une application des transformations
de type a), b) ou c) ne peut donc modifier la parité du nombre des facteurs ;

le théorème de Moore montre alors qu'un produit d'un nombre pair de nt
ne peut être égal à un produit d'un nombre impair de tels facteurs, donc

qu'une permutation ne peut être à la fois paire et impaire.

3. Nombre d'inversions d'une permutation.

La démonstration du théorème de Moore est un peu délicate pour
avoir sa place dans un cours élémentaire. L'intérêt de ce théorème est

ailleurs; il n'est en effet que le prototype de résultats s'appliquant à une
vaste classe de groupes, les groupes de Coxeter, dont on rencontre de

nombreuses applications géométriques. On peut consulter à ce sujet les

monographies de Coxeter et Moser [5] et de Bourbaki [2].

Les méthodes que nous allons maintenant examiner ont toutes un point
commun. Par un procédé ou un autre, on associe à toute permutation s un
nombre a(s) égal à 1 ou — 1 de telle sorte que l'on ait la relation

(5) a (st) a (5) a (/)

pour deux permutations s et t. Il suffit alors de prouver que a(s) est égal
à — 1 pour une transposition 5, ou même simplement de prouver la formule
a(7cf) — 1 pour 1 ^ i < n; on en déduit en effet que a(^) est égal à 1 pour
les permutations paires et à — 1 pour les permutations impaires. On a ainsi

distingué entre les deux espèces de permutations et indiqué un procédé de

construction de la signature.
Un premier groupe de méthodes tourne autour de l'idée d'inversion

d'une permutation. Rappelons quelques définitions: si xl9 xn est une

suite de n nombres réels distincts, une inversion de la suite est un couple
extrait de la suite en question qui se trouve dérangé de l'ordre usuel;

autrement dit, c'est un couple xpcj avec i < / et xt > Xj. Ainsi, dans la

suite 6 3 1 2 4 5, les inversions sont les couples

63,61,62,64,65,31,32.
Si s est une permutation, on note N(s) le nombre d'inversions de la suite

s(l), s(n); dans ce n°, on pose a(s) (—l)N(s).
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A) La méthode la plus classique consiste à comparer N(s) et N(t) pour
t 87iLa suite /(l), t(ri) ne diffère de la suite s(l), s(n) que par
l'échange des termes de rang i et z+1. Les couples que l'on peut extraire

de la suite £(1), t(n) sont donc les mêmes que ceux que l'on peut extraire

de la suite j(l), s(ri)9 à l'exception de s(i),s(i+1) est remplacé par

s(i+l\s(i). En passant de s à t, le nombre d'inversions est augmenté ou

diminué d'une unité selon que l'on a s(i) < .y(H-l) ou s(i) > ^(z+l). En

tout cas, on a aO^) — -a(». Comme le nombre d'inversions de la permutation

identique s est nul, on en déduit par récurrence sur k la formule
a(V) (— l)fc si s est produit de k générateurs Par suite, oc(s) vaut 1

pour les permutations paires et — 1 pour les permutations impaires (1).

B) On peut aussi considérer des fonctions de n variables/(x1? ...,xn);
la nature de ces variables est indifférente, il peut s'agir de nombres entiers,
réels ou complexes, et l'on peut aussi considérer des polynômes formels à

n indéterminées. Une permutation s de rang n transforme /en une nouvelle
fonction sf par la règle

(6) (sf)(xu ...,xn)=/(x1(l)î.„)xsW).

La suite du raisonnement repose sur la formule

(7) (st)f= s(tf)
où s et t sont deux permutations de rang n et /une fonction de n variables.

On introduit ensuite une fonction particulière D définie par

(8) D(:=II (xk-x,)
k<l 1

Pour passer de D à 7i{D, il faut échanger xt et xi+l donc, remplacer

xi~xi+i Par Xt+1 ~xi, échanger les facteurs de la forme xk-xt et xk-xi+1
pour l^k<i, et échanger les facteurs de la forme xt — Xi et xi+1—xt pour
ï+ 1 < /; au total, on a ntD — D. Si s est le produit de k générateurs nu la
formule (7) montre alors que l'on a sD (-1 )kD; autrement dit, on a
sD D si s est paire et sD - D si s est impaire. Comme la fonction
D n'est pas identiquement nulle, une même permutation ne peut être à

la fois paire et impaire.
Le raisonnement précédent a été présenté sans faire jouer de rôle

explicite aux inversions. En fait, par un argument du même type, mais un

b Une variante consiste à comparer N (s) et N {sstj) pour une transposition sît
quelconque. Le principe est analogue, mais l'énumération des inversions de sst est un peu
plus compliquée.
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peu plus délicat, on montre que dans le passage de D à sD, il y a permutation

des facteurs et N(s) changements de signe, d'où sD (—l)N(s)D.

C) Dans la méthode précédente, tant les variables xu xn que les

fonctions / jouent un rôle assez fictif. On peut en présenter une variante
plus « économique » de la manière suivante. A chaque permutation s de

rang n, on associe l'entier II(s) II (s(j)-s(i)). On remarque ensuite que,
i<j

la permutation s étant fixée, toute partie à deux éléments de l'ensemble
X =m {1,2se représente de manière unique sous la forme [s(i),s(j)}
avec i < /; de plus, \k — l\ ne dépend évidemment que de la partie {,kj}.
Par suite \U(s)\ II [^(f)—^0)| est égal à il \k — l\ il (/—k) D. De

i<j {k,l} k<l
plus, dans le produit définissant II(s), les facteurs négatifs correspondent
exactement aux inversions de la suite ^(1), s(ri). On en conclut

(9) U(s) a(s) - D

On considère ensuite deux permutations s et t. Dans le produit

n (Sp
_ s(t(j)) - s (t (0)

Il(') i<j'(./')- MO

chaque facteur est invariant par l'échange de i et j, et ne dépend donc que

de la partie {t(i),t(j)}. On a donc

IL (si) _ s(l)-s(k) s(l) - s(k) IL (s)
H 11 a (s),

n(0 m l-k k<l l-k D

c'est-à-dire

(10) n (st) a (5) n (t).

De (9) et (10), on déduit a(st).D — II(st) oc(s).II(t) a(s)oc(t).Dy d'où
a(st) tst oc(s)a(t) puisque D est non nul. On prouve ensuite que le nombre
d'inversions de 7zt est égal à 1, d'où a(7rf) —1. Comme on l'a déjà

remarqué, cela suffit à montrer qu'une permutation ne peut être à la fois

paire et impaire.

4. Permutations et graphes.

Comme J. L. Koszul me l'a fait plusieurs fois remarquer, l'inconvénient
de la définition de la signature au moyen du nombre d'inversions est de

dépendre étroitement de la relation d'ordre entre entiers; de même, les

transpositions nt de deux entiers consécutifs jouent un rôle privilégié dans les
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