
Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Herausgeber: Commission Internationale de l'Enseignement Mathématique

Band: 16 (1970)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Artikel: NOTE RELATIVE AUX THÉORÈMES DES S-UNITÉS ET DES S-
CLASSES

Autor: Joly, Jean-René

Kapitel: 5. Un exemple explicite

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-43865

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften. Sie besitzt keine Urheberrechte
an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in der Regel bei
den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Siehe Rechtliche Hinweise.

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les

éditeurs ou les détenteurs de droits externes. Voir Informations légales.

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. See Legal notice.

Download PDF: 19.05.2025

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-43865
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/about3?lang=en


— 253 —

déterminer explicitement une telle famille : on sait en effet (voir par exemple

[10], p. 70) que toute classe d'idéaux de A contient un idéal entier a tel que

,4/2 n!
Na ^ Mk- •- VN!.

7i n

A désignant le discriminant de K. On voit donc qu'on peut prendre pour
D l'ensemble des idéaux premiers p de A tels que Np < MK. Bien entendu,
l'ensemble D ainsi construit est en général « beaucoup trop grand » : mais

il est clair que la détermination d'un D « minimal » équivaut pratiquement
à la détermination de la structure du groupe des classes de A, ce qui est

une autre affaire.

5. Un exemple explicite

Montrons pour terminer, sur un exemple numérique simple, que les

méthodes précédentes mènent à des résultats tout à fait explicites. Nous
considérons le corps quadratique imaginaire K Q (y7—23), pour lequel
n ~ 2, rx 0, r2 « 1, a 1, r 0, W {1,-1}. Posons:

— 1 + sj — 23
a ;

2

le polynôme minimal de a sur Q est X2 + X + 6, et on a A Z [a],
A (le discriminant) —23. De là

4'2 ni / 2JÏ3 • '

(-) -^vUi ^-<4,
71 n n

et le groupe des classes de A est engendré par les classes des facteurs
premiers de 2 et de 3 dans A. Mais (pour p 2,3) on a

A/pA Z [a]/pZ [a] ~ Z {p, X2+X+6)
d'où, puisque 6=0 (mod p),

A/pA~Z [X]/(p,X2+X)^Fp[X]/(X(X+l))
et finalement AlpA oiFpx Fp. Ainsi, 2 et 3 sont décomposés dans A,
et le calcul ci-dessus montre plus précisément qu'on peut écrire

(2) pp, (3) qq,
avec
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P — (2, a), p — (2, a+1),
et

q (3, a), q =» (3, a+1).

On vérifie sans peine que pq (a), pq (a+1) et p3 (a+2). En
revanche, p2 n'est pas principal: car Ap2 4, mais p2 ^ (2), alors que
2 et —2 sont les seuls entiers de K ayant pour norme 4.

Il résulte de tout ceci que p ~ p"1, q ^ q"1, q ^ q"1 ^ p, p3 ^ (1),
mais qu'on n'a pas p2 ~ (1) (ni a fortiori p ~ (1)): le groupe des classes

de A est donc cyclique d'ordre 3, engendré par la classe de p (2, a).

Soit maintenant p^ l'unique place archimédienne de K et posons

D{p}, 5={pœ, p}.

Alors, avec les notations du §1, on a d 1, s 2, px p, nx 3,

Xl t a + 2. Et on peut affirmer:
L'anneau As est formé des éléments de K du type (x+ya) / (a+2)m

(m > 0 ; x, yeZ) ; As est un anneau principal : hs 1 ; enfin, le groupe t/s
est formé des éléments du type + (a+2)m (meZ) (le fait que a + 2 soit

une «unité fondamentale» pour As tient à ce que A (a+2) 8 et que
ni 2 ni 4 ne sont normes de S-unités de K).
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