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3. Démonstration du théorème 1 dans le cas ou q 2.

i
î Remarquons d'abord que, d'après les résultats de Halâsz, si / est une
| fonction de 9DÎ2 satisfaisant à \f (m, n) | <1 quels que soient m et n > 1,

| il existe au plus un u réel tel que

{1-Xe[f(p,1)/J"'"]} < + 00

j et au plus un uréel tel que

: < +CX)
H p

Ceci dit, nous allons maintenant démontrer le théorème 1 dans le cas
où q 2, sous la forme plus précise suivante:

Soitf une fonction de 9Jt2 satisfaisant à |/(m, n) | < 1 quels que soient
m et n > 1.

1. Si Von a l'une au moins des conditions

Y - {1 — [/(P, 1)/?"'"]} +oo pour tout u réel

; et

Y - {1 — [f p)P~m]} =* +oo pour tout u réel,

fpossède une valeur moyenne nulle.

2. S'il existe 3.1 et a2 réels tels que

I £l{l-9k [/(/>, < +00

et

{1 — SRc lf(\,p)p~iai]}<+ oo,

il y a deux cas possibles :

Ou bien

/ fOQ.) N

\j,ki02-,(1+"'l) + 't(1+i0S!) J\j,k>3-»<1 + 1 +iaa) J u'

j etalorsfpossède une valeur moyenne nulle.
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Ou bien

I f(2J, 2") f(.y, 34)
¥= 0,

jk>0 2J(-1+i"1)+k(-1+ia2)J\jkio 3

et alors on a quand x et y tendent vers +oo indépendamment Vun de Vautre

— X Z(w' ") c*'ai-y'"2 li(1o8 *) l2^°z y) + 3 [!]> (6)
xy rn^x

n<y

ou C est une constante complexe non nulle et Lx et L2 sont les fonctions
définies sur é%+ par

1

et

L\ (0 exp [/(P, 1)Piai]
p<et p

L2 t) exp \i X - Im [/(l ia2]
' p<e'P

qui satisfont à

et v Lj(Xt)
hm

Lj (t) | 1 pour tout t e R+

1 pour tout X > 0 (j 1 ou 2),
t~+ + 00 dsfit

les limites étant uniformes sur tout intervalle fermé contenu dans ]0, +co[.

3.1. On peut d'abord écrire

/=/i */2> (7)

où et f2 sont définies comme il est dit au paragraphe 2.4.

Définissons maintenant les fonctions arithmétiques hi et h2 par

hi 00 fi (m, 1) et h2 j\ (1, n).

On voit que hi et h2sontmultiplicatives et que l'on a

1) sip >2,
hi (PO

'

et

h2 (pr)

0 si

/(l,pr) sip > 2,

0 si 2.

(8)

(9)
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De plus, d'après ce qui a été dit au paragraphe 2.3., on a

figi * h, (10)

où A (m, ri)Ai (m) A2 («) et gt est une fonction de 9312 satisfaisant à

m,n >1 TYl Tl

et, pour 9te w2 1,

gl (w, ri)

(11)

n
p>2

y i\ (pj, ai /[+y h (À Di r+f A a, Ai]
jÂo pJWl+tWiJ/L=o À1 JL o A2 Jj'

c'est-à-dire

gi (w, n)

m,n>i m

n
p> 2 I /(AAn

njw1+kw2

'
+yf(PJ, 1)"

.1 0
_

^/(i,pT
_k—0 p

kw 2
(12)

J,k> 0 p

le produit infini étant absolument convergent.

(7) et (10) donnent/= g * A, où g =/2 * gt.
D'après ce qui a été dit au paragraphe 2.2.2, il résulte de (11) et de ce que

y \fl(pt,ri)\ _ 1/(2', 2*) |

2, ZZ L _—ZFïZ— <+oo,
n,«>i m n j,fc> o

que l'on a
| g (m, n) |

£ 1 1 < +oo
m,n> 1 Jfl Tl

et, pour 9îe wx Se w2 1,

v g (m, «)
__ / v f2 (m, ri)\ / v gi ri)

Z-< ,.,W1 „Wo l ZZ W1 „Wo / l Z-f
[>„>imWl«W2 \m,n> 1 mWlnW2 J \m,n> 1 M1 Jî2 J

ce qui donne, compte tenu de (12),

g (m, h)I,,„>1 w"1 u"

/ (2J, 2")]
.j,/Éo 2-/lVl+i"'2J n

p>2
z

f(pJ,pkp
j,k> 0 p-Jw1+kw2

'f(p}, iy
.1=0

/(i> A"
*5> A'
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En définitive, on a le résultat suivant:

h1 et h2 étant les fonctions de l'î { déterminées par (8) et (9), on a

/= g
où h (m,n) h,(m) /;, (/;) et g est une fonction de 9Jt2 satisfaisant à

_ I g(m, n)
1 mn

et, pour 9le wt 'He1,

g (m, n)_
mkimWinw>

< +oo (13)

y ni '-jjwi + kwvl ^1
j,k> 2 2f P>2

r /(+,/)! /r+- /(/+, i)ir+- /(1,/rn
_Âopiwi+kw*\/\_jSJL?o pkw°- Jj

le produit infini étant absolument convergent.

3.2. Compte tenu de ce que h (m, ri) -m hx (m) h2 (ri), l'égalité f g % h

s'écrit

/ m\
f(m, n)X S(du d2) h1l — )h2

dl/mV" 1/
d2/«

quels que soient m et n > 1.

Ceci donne, pour x et y > 1,

X /(m, n) £ g (mn)(-) H2 (^\ (15)
m< x m< x \mJ \tlJ
n< y n< y

où Hx et H2 sont les fonctions définies sur l'intervalle [1, +oo[ par

H, (x) X h, (m) et H2 (x) £ h2 (n).
m<x n< x

Il est clair que l'on a

| H, (x) | < x et | H2 (*) | < v pour tout x > 1. (16)

3.3. Ceci dit, supposons d'abord que l'on ait

£-{l-3k [/(p, 1 )p~iu]} +oo
P «

pour tout u réel.

Il en résulte que

Y - {1 — 9le [hx (p)/j-1"]} + oo pour tout u réel,
p
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] ce qui entraine, d'après ce qui a été dit au paragraphe 2.1, que la fonction hx
i 1
1 possède une valeur moyenne nulle. Autrement dit, — H1 (x) tend vers zéro
i x
j quand x tend vers + oo

i Mais (15) peut s'écrire

1 ^ ^ g (m, n) m f x\ n (y-X/K")= s
Xy m< x m< x ÏY1 Tl X \fïlJ y

n<y n<y

module au plus égal à

D'après (16), le terme général de la somme au second membre est de

(m, n) |

m n

De plus, ce terme général tend vers zéro quand x et y tendent vers + oo

TH l X\
puisque — Hx — tend vers zéro,

x \mJ
Compte tenu de (13), il résulte de là que

— £ f(m, n)
xy mSx

n <y

tend vers zéro quand x et y tendent vers + oo. Autrement dit, / possède
une valeur moyenne nulle.

On voit de même que / possède une valeur moyenne nulle si l'on a

£ - {1 — [f(l,p)p~lu]} +co pour tout m réel.

3.4. Supposons maintenant qu'il existe a1 et a2 réels tels que

{1 — [/(/>, l)p-ia>]} < +oo

et

YJlp{l-Ke[f(lp)p-ia*]} < +oo.

Il en résulte que

et

{l-5Re [ht (p)p < +00

E-{1 ~^e[h2(p)p ,a2]} < +oo,
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et, d'après ce qui a été dit au paragraph 2.1, on a quand x tend vers +00
1

H, (x) C[xia1K± (log x) + o [1] (17)
x

et
1

- H2 (x) - C2xl°2 K2 (log x) + o [1], (18)
x

où C[ et C2 sont deux constantes complexes non nulles et, pour t > 0,

Kit)exp { 2 £ Im [hi (p)p~iai]
p<et P

et

K2 (2) exp <j i £ Im [h2 (p)p
p<e* P

Si l'on pose

c; exp I - l- Im [f(2, 1)

et, pour t > 0,

Li (t) exp { / X - Im [f(p, 1

p<et p
et

X2 (0 exp { 2 E
1

p<e* P

on voit que l'on a pour t > log 2

C'iKiit)- CiLi(t)et
de sorte que (17) et (18) peuvent s'écrire

Hi (x) Ci x1+ia>Li (log + [1] (19)
et

H2(*)x1+i"2 L2 (log + o [x], (20)

Cî et C2 sont encore des constantes complexes non nulles et, comme on a

Kt (Àt) K2 (Àt)
lim lim ~ 1 pour tout X > 0,

t^ + oo Kx (t) t-> + oo K2(t)

les limites étant uniformes sur tout intervalle fermé contenu dans ]0, + oo[,
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s on a aussi

lim —^ lim —^ 1 pour tout X> 0, (21)
f->+oo L\ (tj t-^+oo L<2 (0

les limites étant uniformes sur tout intervalle fermé contenu dans ]0, + oo [.

Notons que ceci entraine

Lt (log kx) L2 (log kx)
lim hm 1 pour tout k > 0. (22)

x-+ + oo (log x) X-* + oo L2 O^g x)

3.4.1. Maintenant (15) donne pour x et y > 1

—— t Yf (m, n)
x 1 + W1 y

1 + 1«, Li (l0g X) Li (1()g y)
n̂<y

g{m, n)Hl(m) 2 (n
S ri"<y

m (-)"tilog-) log-
\mj \ mJ \n) \ n

log — L2[log3
(log x) L2(log y)

Le terme général de la somme du second membre est de module au plus
\g(m,n) |

egal a J

m n

De plus, il résulte de (19), (20) et (22) que ce terme général tend vers

g (m, ri)
Cx C2 —quand x et y tendent vers +oo.

m 3/z 2

Compte tenu de (13), ceci entraine que, lorsque x et y tendent vers +co,
la somme tend vers

r rYg (m> ")
1 2

> 1 m 1 +
77

1 + in~'
m,n > 1 rrl u

n de sorte que l'on a

: — X f (m, ri) Cxiai y1""- Li (log x) L2 (log [1],
; I xy m<x
$ n<y

i où

r - rrVg* 2 2-J 1+ifli „ 1+iflo*
!,m>i mx
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3.4.2. Si C 0, ceci implique que / possède une valeur moyenne nulle.
On voit donc que, pour établir le résultat annoncé, il ne reste plus qu'à

montrer que l'on a

g (m, ri)
z-*itn1 + iain1 + ia*

0

si, et seulement si,

/(2J, 2")
z f(y, 3k)

Tri n O i(l + i«i)+fc(l +ia2) / \ j-ri 'J j'( 1 + i«i) + fc( 1 + "*2)
Kj,k> 0 ^ / \ j,k> 0 «5

Compte tenu de (14), il suffit de montrer que

- 0.

p>

si, et seulement si,

n f[ y f(Pj\pk) i/r+» /(^ i)i
il \\_j,kopJ(1+iai)+k(1+ia2}j/LÀ

/(3y, 3*)

_k 0 P k( 1 + ia2)â]} - «

^ i(l + w1) + k(l+i«2)
,fc> 0 j - 0.

Ceci résulte immédiatement de ce que tous les facteurs du produit
autres que celui qui correspond à p 3 sont non nuls.

En effet, on a pour chaque p

f(pJ\pk)

/+*>°o + +K1 + W
z —

7+/C
i+fc>o pJ

1

l-1'2
~ 1.

Pour p > 3, ceci est < 1 et par suite

•M^O P Hl+iai) +) 1+ Z
f(pJ,pk)

j,k> 0 P
j+k>0

j( l+iat) +k( 1 + m2) # 0.

4. Autres théorèmes

Il est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, / est une
fonction de Wl2 satisfaisant à |/(m, «) | < 1 quels que soient m et n > 1.

Le théorème démontré au chapitre précédent fournit immédiatement
des conditions nécessaires et suffisantes pour que f possède une valeur

moyenne nulle, car il est clair que, lorsque l'on a (6), le module de

l'expression
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