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3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1 DANS LE CAS OU ¢ = 2.

Remarquons d’abord que, d’apres les résultats de Halasz, si f est une
fonction de M, satisfaisant a | f(m, n) l < 1 quels que soient m et n > 1,
il existe au plus un u réel tel que

] .
Z[; {1=Re [f(p, Dp™ ™} <

et au plus un u réel tel que

! |
X o= [f(Lp)p " < +eo

Ceci dit, nous allons maintenant démontrer le théoréme 1 dans le cas
ou g = 2, sous la forme plus précise suivante:

Soit f une fonction de M, satisfaisant a l f(m, n) l < 1 quels que soient
metn > 1.

1. Sil’on a l'une au moins des conditions

1 | |
ZE {1-Re[f(p, 1) p™™} = 40 pour tout u réel

et
1 .
Z; {1-Re[fU,p)p~™™} = +00 pour tout u réel,

f posséde une valeur moyenne nulle.

2. S’il existe aq et a, réels tels que

1 )
Z}B {1-Re [f(p, Dp7™]} < + 0
et

1 .
ZI—) {1-Re [f(1L,p)p™™]} < + oo,

il y a deux cas possibles :
Ou bien

f(27,2Y f(37,39
(j,kz?_O 2j(1+ia1)+k(l+ia2) j,kzZO 3j(1+ia1)+k(1+ia2)> = Oa

et alors f posséde une valeur moyenne nulle.
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Ou bien
f(2,29 f@3,39
( ) 2J(1+ia)+k(1+iag) ) 3J(1+181) +k(1 +i02) # 0,

jk=0 k=0

et alors on a quand X et y tendent vers + oo indépendamment I’un de I’autre

1

- Y flmm) = C x'"1 y*2 L (log x) L,(log y) + 2 [1], (6)
Ty

ou C est une constante complexe non nulle et L, et L, sont les fonctions
définies sur R* par

1 .
Ly (t) = exp {i Zt— Im[f(p,Dp ’“1]}
et
1 »
L, (t) = exp {l’ Zt— Im [f(1,p)p "’2]},
qui satisfont a

|L; ®)| =1 pour tout te R*

L (At
et lim A1)
t—+ oo Lj(t)

=1 pourtout A >0 (j=1ou?2),
les limites étant uniformes sur tout intervalle fermé contenu dans 10, 4 ool.

3.1. On peut d’abord écrire
f=I1xS2 (7

ou f; et f, sont définies comme il est dit au paragraphe 2.4.
Définissons maintenant les fonctions arithmétiques 4, et h, par

hy(m)=fi(m 1) et hy(n=s ({1, n).
On voit que A, et 7, sont multiplicatives et que 'on a

f(p, Dsip > 2,
hy (p7) = (®)
0 sip=2,
et
[f(l,p’) sip > 2,

hy (p") = ®)
1 0 sip=2.
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De plus, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 2.3., on a

fi=281xh (10
ol A (m,n) = h, (m)h, (n) et g, est une fonction de M, satisfaisant a
mn=1 mn

et, pour Rew,; = Rew, =1,

g1 (m7 n) -
mn>1 m*t p*?

1 e i DR AP
pl;lz {‘: 2;‘ fl(wlj‘L ’i“)]/ l:j;O wal ][;0 qkw2p ]} ’

- Clest-a-dire
g1 (m> n) L

mn=1 m" n"?

F@L P e 0 D e £ (LY
pljz {[j’:éopfmm] / L;O P }LZO o ]} (12)

le produit infini étant absolument convergent.

(7) et (10) donnent f =g, h, ol g = f, 4 ;-
D’apres ce qui a été dit au paragraphe 2.2.2, il résulte de (11) et de ce que

o mmy| o |22
‘ m,nZZI mn B j,kXZ:O 2L = T,
' que ’'on a
| g m, n) | < 4o

m,n=> 1 mn
| et, pour Rew, = Rew, =1,

= (n o) (g aim)

mn=1m"'n mn=1 M"'n n=1 m*tn

ce qui donne, compte tenu de (12),

g (m, n)
mn=1 m"1 1™

i

i
t

£ 29 S e f@L D £ 29
{f’kgo ij‘”w‘“’} pgz %[f,kzzop"w“"‘“]/ LZ‘O p™ :]LZO p ]}

ﬁ
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En définitive, on a le résultat suivant:
h, et h, étant les fonctions de M, déterminées par (8) et (9), on a
f: g ES h:
ou hA(m,n) =h, (m)h, (n) et g est une fonction de M, satisfaisant a

| g (m, n) |

mn=>1 mn

< 4o (13)

et, pour Rew; = Rew, =1,

glmm _

mn>1 m»t n™?

f(27,29 F@L Y] TS 0 D2 £, P9 |
{j,l;Z 2jw1 +kw2} pl;[2 {[j,kzzo W]/[JZZO pjw1 :”:kZO pkw2 ]}s (14)

le produit infini étant absolument convergent.

3.2. Compte tenu de ce que h(m,n) = hy, (m) h, (n), ’égalité =g, h

s’écrit
m n
f(ma n) - Z g (d19 d2) hl (_> h2 (”——)
d1/m dl dz

dgo/n
quels que soient m et n > 1.

Ceci donne, pour x et y > 1,

T =3 emnm(m) 0

ou Hy et H, sont les fonctions définies sur I'intervalle [1, +oo[ par
Hy(x)= ) hy(m) et Hy(x)= ) hy(®.

msx n<x

Il est clair que 'on a
|Hy (x)| <x et |H,(x|<x pourtoutx > 1. (16)
3.3. Ceci dit, supposons d’abord que ’on ait

1 :
ZI; {1I-Re[f(p, Dp™"]} = +©
pour tout u réel.

11 en résulte que

1 .
Y. - {1=Re [h, (p) p~™} = + oo pour tout u réel,
14
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ce qui entraine, d’aprés ce qui a été dit au paragraphe 2.1, que la fonction A,

1 ,
possede une valeur moyenne nulle. Autrement dit, — H, (x) tend vers zéro
% X

quand x tend vers + o0

.~ Mais (15) peut s’écrire
1 , g(m,n) m x\ n y
— Y flm,n) = ) .—)—CH1<-—>.}H2<).

XY m<x m<x M~A m n
n=<y nsy

D’apres (16), le terme général de la somme au second membre est de
| g (m, ) |

mn
De plus, ce terme général tend vers zéro quand x et y tendent vers -+ oo

module au plus égal a

. m X ,
puisque — H, <~) tend vers zéro.
| x

m;
Compte tenu de (13), il résulte de 1a que
1 ,
—_— m,
xy:gngx ’ﬁ
n<y

- tend vers zéro quand x et y tendent vers -+ oo. Autrement dit, £ posséde
| une valeur moyenne nulle.

On voit de méme que f posséde une valeur moyenne nulle si I'on a
1 .
Z; {1-Re[f(,p)p~ ™} = 4+ pour tout u réel.

3.4. Supposons maintenant qu’il existe a, et a, réels tels que
:

| 1 .
| 2o U=Re[f(p. )p™™]} < Fo0

-

et
3

Bl

1 R
Z; {1-Re [f(1,p) p™™ ]} < +c0.

Il en résulte que

1 |
ZE) {1-=Re[hy (P p™™]} < +o0

1 :
Z;) {1-Re [h, (p) p™™]} < 40,
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et, d’aprés ce qui a été dit au paragraph 2.1, on a quand x tend vers oo

1 .
. H, (x) = C;x** K, (log x) + o [1] (17)

et

1 , .
;c H, (x) = C,x'** K, (log x) + o [1], (18)

ol C; et C, sont deux constantes complexes non nulles et, pour ¢t > 0,

1 .
K, (@)= exp{i Y, —Im[hy (p)p*"”]}

p<et P

et

1 )
K, () = Cxp{i Y, —Imlh, (p)p““’?]}-

p=<et

Si I’on pose

— iilm [f2, 1) 2‘“’1]}
C, = Crexp{ — glm [f(1,2) 2“"“2]}, {

et, pour ¢t > 0,

et

R )

1 .
Li(t) = exp{i 2 I;Im [/ (P, l)p“‘“]}

1 ;
i ), —Im [f(l,p)p—"”]},

p<et D
on voit que I’on a pour ¢ > log 2
CiKi (1) =CyLi(t) et CK,(t)=C,L, (1),

de sorte que (17) et (18) peuvent s’écrire

H,y (x) = Cy x' " L, (log x) + o [1] (19)
et
H, (x) = C, x**® L, (log x) -+ o [x]. (20)
C, et C, sont encore des constantes complexes non nulles et, comme on a
K () . K, ()

1 pour tout 4 > 0,

lim 1m =
t-+o00 Ky (2) t»+o0 Ky (1)

les limites étant uniformes sur tout intervalle fermé contenu dans O, + oo,
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‘on a aussi

L, U-t) . Ly (A9
lim lim
t~+a L1() t-+w Ly ()

les limites étant uniformes sur tout intervalle fermé contenu dans ]C, 4-co[.
Notons que ceci entraine

L, (logk L, (logk
lim —i—(—gg—-—)fz = lim —M == | pour tout £ > 0. (22)
X— + o0 L1 (lOg x) x— + oo L2 (log X)

=2 | pour tout 4 > 0, (21)

'3.4.1. Maintenant (15) donne pour x et y > 1

1
m,n
x ey T | (log ) L, (log ») gi( '~

X y
H,|—
g (m, n) <m> )
= L e ey N T X\ /p\ e
m m n
X y
L, (log —) L, (log —)
m n

Ly (logx) L,(logy)
Le terme général de la somme du second membre est de module au plus

oy by | g (m’ n) |
égala ————.
mn
De plus, il résulte de (19), (20) et (22) que ce terme général tend vers
g (m, n)
C, C, quand x et y tendent vers - co.

m Ltias y1+ia

Compte tenu de (13), ceci entraine que, lorsque x et y tendent vers 4o,
la somme tend vers

g (m, n)
C,C . .
1 2'“,'1221 I’}21+’a1 nl-}-mg’
de sorte que ’on a
1
- Y, f(m,n) = Cx'* y L, (logx) L, (logy) + o [1],
n<y

ou

_ g (m, n)

C=C G m;‘£1 m L Fiar , 1+iay’
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34.2. Si C = 0, ceci implique que f posséde une valeur moyenne nulle. i
On voit donc que, pour établir le résultat annoncé, il ne reste plus qu’a
montrer que I'on a |

» g (m, n)

1+ia; ) 1+ia

=0

mn>1 M
si, et seulement si,

£(27,2 £33
Z 5 J(1+ia) Tk(1 +ia) jkzzo 3 J(1+iap) +k(1 +iag) = 0.

jk=0

Compte tenu de (14), il suffit de montrer que

nll £, pH LD SO 0
pa2 j,kzopj(1+ia1)+k(1+ia2) jZO pj(1+ia1) kZ'o pk(l +iag) -

si, et seulement si,

f(37,39

jkzo 3 J(1+iap) +k(1+iaz) =

0.

Ceci résulte immédiatement de ce que tous les facteurs du produit
autres que celui qui correspond a p = 3 sont non nuls.
En effet, on a pour chaque p
(P, p* 1 1
(', p) < ¥ _ 1L

2
Jk20 gy ; k=0 . 1
jrkso pititia) tk(1+ia) j+k=o0 pi Tk (1——

Pour p > 3, ceci est { 1 et par suite

ACEY S N S NG
jiSo pittia) Th(ltiaz) B o pi(itian +k(i+ia) .
J k=0

4. AUTRES THEOREMES

11 est entendu une fois pour toutes que, dans tout ce qui suit, f est une
fonction de MM, satisfaisant & |/ (m, n) | <1 quels que soient m et n > 1.

Le théoréme démontré au chapitre précédent fournit immédiatement
des conditions nécessaires et suffisantes pour que f posséde une valeur
moyenne nulle, car il est clair que, lorsque 'on a (6), le module de
I’expression
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