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MATRIXTRANSFORMATIONEN MIT VOLLER REICHWEITE

W. MeYER-KONIG und K. ZELLER

J. Karamata zum Geddchtnis

Die gebriuchlichsten Limitierungsverfahren beruhen auf Matrixtrans-
formationen der Gestalt

(1) tn = Z Apge S (n = 09 19)
k=0

(wobei von den Reihen gewdhnliche Konvergenz verlangt wird). Unter
diesen Transformationen interessieren besonders solche mit voller Reich-
weite (range), bei denen also jede Folge {t,,} als Bildelement auftritt.
Eidelheit [2] gelang es schon 1937, die betreffenden Matrizen genau zu
charakterisieren. Weitere Untersuchungen auf diesem Gebiet stammen
von Polya, Petersen, Baker-Thompson und Niethammer (siehe die Literatur-
angaben in [4]) sowie von Benson [1]. Anwendungen in der Limitierungs-
theorie ergaben sich vor allem bei den Kreisverfahren (vgl. [5] S. 141—142).
Unter anderem bewies man Unvergleichbarkeitssitze: Zu gewissen per-
manenten zeileninfiniten Verfahren gibt es kein stirkeres permanentes
zeilenfinites Verfahren (siehe [3]).

Wir geben hier eine besonders einfache und prignante Charakterisierung
der Matrixtransformationen mit voller Reichweite. Diese Charakterisierung
gibt tieferen Einblick in die Struktur des Problemkreises, insbesondere auch
beziiglich der erwidhnten Unvergleichbarkeitssdtze, und erleichtert manche
Anwendungen und Verallgemeinerungen. Schon Eidelheit [2] verall-
gemeinerte sein Problem zu einer Fragestellung iiber Linearformen in
F-Rdumen. Wir gehen entsprechend vor. Die nétigen funktionalanalyti-
schen Grundbegriffe findet der Leser in [5]. Weitere Erlduterungen stehen
hinter dem folgenden Satz (sowie in [4]).

Satz. Die f, (n = 0, 1, ...) seien stetige Linearformen in einem F-Raum
g = [§; p;]. Dann sind die beiden nachstehenden Aussagen dquivalent.

I. Das Gleichungssystem

(2) fi® =¢, (m=0,1,.)




ist fur beliebige ¢, losbar.

n
Il Es gibtein zu {p;! dquivalentes Halbnormensystem {(/J} . fiir welches

(3) ordl,fn = n (n =0,1,...)

gilt.

Dic Topologie in iy wird also urspriinglich durch gewisse Halbnormen
Pos Py oooerzeugt. Aquivalenz der Halbnormsysteme bedeutet, dass die g,
dieselbe Topolegie definieren. Anders ausgedriickt: Jedes ¢ ist in [§: p;]
stetig, kann also durch endlich viele p; majorisiert werden (analog zu (4));
und Entsprechendes gilt fir pin 52 ¢)].

Dic Ordnung ord, wird so definiert: Jede stetige Linearform fin [ §: ¢;]

-

gentgt eimner Abschatzung der Gestalt
(4 (0] Migox) + .0+, (X)) (Xe §).

Das kleinste m, fir das ecine solche Abschitzung besteht, nennen  wir
dic Ordnung von / beziglich der ¢,. wober wir fiir die triviale Lincarform
cine Sonderregelung tretfen:

N

(3) ord T = Min m(f # 0); ord i = —1 (X = 0)

Beweis des Suarzes.
a o Aus | tolgt T Wir beginnen mit einer Vorbetrachtung. Aus den f,
des Typs

bilden wir cine belicbige Folge ¢

n
(0) N R U (mit ¢, # 0).

Auch dic ¢, besitzen dann die in | genannte Eigenschaft. Daher gilt
(7) — 1 <ord, g, (n=0,1...), ord, g, = % (n— x).

Anderntalls wiiren niimhch gewisse ¢, Null oder einer Wachstumsbedingung
unterworfen (vl [4] S. 3). Also gibt es ganze Zahlen 7, mit

(8) -1 < ord,g, (m=0.1...) und /[T x (n->x)

n

(unabhiingig von der Wahl der ¢, in (6): man betrachte fur jedes n ein g,
minimaler Ordnung). Durch evtl. Verkleinerung erreichen wir

(9) b =0 und L., I +1,

so dass die / alle Zahlen 0, 1, ... durchlaufen.
Nun setzen wir

(10) (],,(I) = lfn({)l + pkn(I) (mlt kn = [n+1—1; L O) .
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Wegen der Stetigkeit der £, und der Eigenschaft (9) sind die Halbnorm-
systeme p; und ¢; dquivalent. Weiter ist offenbar ord,f, =n fir alle n.
Tatséchlich gilt sogar ord, f, = n, wie der nachstehende Widerspruchs-
schluss zeigt. Fiir ein bestimmtes n sei ord, f, < n. Dann besteht eine
Zerlegung (vgl. [5] S. 25)

(1) f, =cwofo + - + Cup-1fu—q1 +h mit ord h <k, =1,—1.

Bringt man nun die f; auf die linke Seite, so erhdlt man ein g,, das eine
p-Ordnung < [, besitzt und damit (8) verletzt.

b) Aus II folgt I: Die Methode aus [4] S. 3 fihrt zum Ziel (Zurtick-
fiihrung auf Matrizen mit iberwiegenden Hauptdiagonalelementen).
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