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w0

Soit r, une suite positive sommable () r,=b, < c0). Notons ¢, la fonction
1

paire égale a o sur [0, r,], et nulle sur [r,, o]. Soit £, la convolution
r

@, * @, * ... * @,. On vérifie que f, converge uniformément vers une fonction
f de classe C” et de support [—b,, by] quand n — oo [4].

Posons b, =r,,y +r,., + ... et supposons maintenant r, > b,
(n=1, 2, ...). L’ensemble des points ) ¢,r, (¢,= +1) est un ensemble parfait
1

symétrique que nous noterons E. A une translation pres, tout ensemble
parfait symétrique est de cette forme, pour un choix convenable de la suite
r,. Pour construire £, on peut procéder par €tapes: on part du segment
[—bo, by] (blanc) et on 6te en son centre un intervalle [—r;+by, r; —b,]
(noir); il reste deux segments blancs [er;—b,, e,7{+b;], et on répéte
Iopération, de sorte qu'a la n-ieme €tape ’ensemble restant, E,, soit la
réunion des 2" segments blancs [e,r{-+te,ry+.te,r,—b,, 4716275+
+...4e,,+b,]. E est lintersection des E,. L’ensemble E\E,,; est
I’ensemble noirci a la #n-iéme étape.

Observons que si f,, est un polynome de degré p sur un intervalle [, ] de
longueur > 2r,.,, il en est de méme de f,,; = f, * ©,4, sur l'intervalle
[x+r,4 1, B—7n4 1] Donc, si f, est un polynome de degré p sur un intervalle
[«, f] de longueur > 2b,, il en est de méme de f sur lintervalle [«-}b,,
f—>b,]. Or f, est constant sur 'intervalle [ —r,, 1], f, est linéaire sur chacun
des segments [e,r, —F,, €171 +F,], /5 est parabolique sur chacun des segments
[e,r{-Le,ry—rs, €1 -Fe,r,+ 1] et ainsi de suite. Il s’ensuit que sur E,\E, , ;
(réunion des intervalles noircis a la n-iéme étape) f est localement un poly-
nome de degré n—1. Donc f est localement polynomiale en dehors de E.

III. UNE MESURE SINGULIERE ET PRESQUE LISSE

Zygmund a appelé fonctions lisses les fonctions f telles que

w, (f,1) = sup sup |f(x+1t) +f(x—t) —2f(x)| =o0(t) (t—0).

x |h| =t

Il a aussi introduit la classe A= des fonctions f pour lesquelles

w, (f,1) =0()  (t-0);
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nous dirons que ces derniéres fonctions sont presque lisses. Si f'est monotone
et (presque) lisse, nous dirons aussi que la mesure dérivée df est (presque)
lisse.

Par une voie trés détournée, Duren, Shapiro et Shields ont établi I’exis-
tence de mesures singuliéres presque lisses [3]. Piranian en a donné des
exemples explicites [5]. Enfin, récemment, H. S. Shapiro a obtenu des
mesures singuliéres lisses, dont la primitive f satisfait a w, (f,t) =

1

1\ :
= O(t <log ?> 2) [6]. Nous développons ici un exemple qui avait été men-

tionné dans [5] sous le nom de Kahane’s example, et nous montrons com-
ment une variante permet d’obtenir le résultat de Shapiro.

Désignons par w, le segment [0, 1], et par w; I’'un quelconque des inter-
valles de la forme [p4~7, (p-+1) 47/] contenus dans w,. Nous construisons
simultanément une suite de mesures du; et leurs supports E; de la manicre
suitvante:

di, est la mesure de Lebesgue sur wg;

du; est proportionnelle a la mesure de Lebesgue sur chaque w;; on
désigne par D;(w;) sa densité sur un ; donné, et par E; son support,
c’est-a-dire la réunion des w; ou D; (w;) # 0;

pour obtenir du;, , & partir de du;, on partage chaque @ = w; contenu
dans E; en quatre sous-intervalles égaux o', w?, w®, w* (cesontdes w;, )
et on pose

(1) Dj+1(wl) = Dj+1(a)4) = Dj(w) -1
Dj+1(w2) = Dj+1(w3) = Dyw) + 1.

Enfin, on pose du = limdy; et E = limE;, = n E..

Une autre définition de E est 'ensemble de tous les points x = > X; 47
i=1
(x,=0,1, 2, 3) tels que
k
(2) L+ > e(x)>0 (k=1,2,..),
j=1
ou e(0) =e(3)= —1c¢ete(l)=¢(Q) =1. Si 'on considére les e (x;)

comme des variables aléatoires indépendantes, la probabilité de (2) est
nulle, donc I’ensemble £ est de mesure nulle.

Pour chaque intervalle I, nous écrivons | 7 | pour sa longueur, et nous

1
posons D (I) == m u(l). Alors D (w;) = D; (w;) pour tout intervalle w;,
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et ’on prouve aisément par récurrence que, pour deux intervalles w; ayant
une extrémité commune, soit w; et w}, on a

(3 |D () —D(w)] 2.

Etant donné I'intervalle I, soit j le plus petit entier tel que 477 < |/].
Désignons par ) w; la réunion des w; contenus dans I, par ) ;. la
réunion des w;,; contenus dans I — X o; (fermeture du complémentaire
de ) w; par rapport 4 I), par ) w;,, la réunion des w;,, contenus dans
I —Yw;—XYw;4q, et ainsi de suite. Remarquons que chaque somme )
contient au plus 6 termes (figure 2). Avec les notations €videntes nous avons

u(l) = .U(ij) + ,U(ijﬂ) + .=
=Y 10| D(w) + 3 | 0js1 | D(@j1y) + ...

Soit a)i-_ 1 un @;_, coupant 7 (il en existe au moins un, au plus deux). Dans
la somme (4), on a

4

lD(a)-)—D(wI-_l)lgl si w; < w§_1
|D(w)—D(a)J 1) | < 3 sinon.
(grace a (3), écrit au rang j—1), et pour tout k

| D (w;+0) — D (CU; Dl <3 +k.
Donc

lu@) = 1D (i) [ <3} 0| + B+ (040) + ... S

<3|I|+6 Z k4=i7k < 10|1].

k=1
I
w . )
J-1 figure 2
| W . | w.
J+1w 2 Jj+1
L A ./.I.\- j . j A/.ln\n 'S
L} VLI—I LI § - -+ rJ—r

Si maintenant 7 et I’ sont deux segments égaux ayant un point commun,
SRS r
on peut choisir w;_; = wj_;. Donc

(5) lud) —p) | <20{1].

En désignant par f une primitive de u, cela signifie qu'on a
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(6) |f(x+h) +f(x—h) —2f(x)| <20h

quels que soient x réel et # > 0, donc la mesure u construite est presque lisse.
Cela établit la validité de ’exemple donné en [5].
Une variante intéressante est la suivante. Donnons-nous une suite posi-

tive ¢; telle que ¢y = 1, ¢;4; = ¢; ou % ¢; (j=0,1,..) ety c? = o0. Au
1
lieu de (1), posons
Dj+1(wa) = Dj(w) + 8j+1(wa) Ci+1 (x=1,2,3,4),

olt les ¢, 1 (w®) valent =+ 1 et sont choisis comme suit: si la densité¢ de du;
sur lintervalle w; qui est immédiatement & gauche (resp. & droite) de w est
supérieure & D,(w), on prend ¢;, ((0') = 1, (resp. g+ 1(0%) = 1), et sinon
gj41(@") = — 1 (resp. ;. (0*)=—1); en outre,

8j+1(w1) 8j+1(w2) = 8j+1(603) 8j+1(604) = —1.

On vérifie par récurrence, grace au fait que chaque c; divise les précédents,
que les D;(w;) sont > 0 et multiples de c;.

Si I’on exclut les nombres x de la forme p4 ™", chaque x est contenu dans
un w; unique (pour j fixé). Posons

eix) = gfw;) s Xxew;.

Les ¢,(x) sont des variables aléatoires indépendantes, et ’ensemble E support
de du est défini par les inégalités

k
14+ Y cieix) >0 (k=1,2,..).
j=1

En vertu de hypothése Y ¢; = oo et du théoréme de Rademacher-Khint-
1

chine-Kolmogoroff, ce syst¢tme d’inégalités a une probabilité nulle, c’est-a-
dire que E est de mesure nulle.
Au lieu de (3), on a maintenant

1D () — D ()] < 2

(en fait, d’apres le choix des c; et des ¢ j» c’est necessairement 0, ¢; ou 2c¢ )
En poursuivant les calculs comme ci-dessus, on obtient au lieu de (5)

lu@) —pd)| <20c¢;-4 | 1]
et au lieu de (6)
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[fGe+h) +f(x—h) = 2f(x) | < he(h)

dés que ¢ (h) est une fonction croissante telle que ¢ (477) > 20 Ci—1-

On obtient finalement le résultat suivant: si ¢ (h) est une fonction positive
croissante, telle que ¢ (4h) << 2 ¢ (h) et

1

L dh
o (h) - = o,

0

il existe une mesure positive du, dont le support est un ensemble fermé de
mesure nulle, et dont une primitive f satisfait a la condition

w, (f,h) = 0(he(h))  (h—0).

[11 suffit de choisir pour c; la plus grande puissance négative de 2 infé-

rieure & -5 @ (4777 1))

Comme I’observe Shapiro dans [6], c’est (& la condition de régularité
sur ¢ pres) le meilleur résultat possible. En effet, il résulte d’un théoréme
de Stein et Zygmund (voir encore [6], appendice) que si f est une fonction

continue telle que

dh
J (coz(f,h))z—];— < 0,

f est absolument continue, avec une dérivée de carré sommable.
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