
Zeitschrift: L'Enseignement Mathématique

Herausgeber: Commission Internationale de l'Enseignement Mathématique

Band: 14 (1968)

Heft: 1: L'ENSEIGNEMENT MATHÉMATIQUE

Artikel: SOMMES DE PUISSANCES m iemes DANS LES ANNEAUX ß-
ADIQUES ET LES ANNEAUX D'ENTIERS ALGÉBRIQUES

Autor: Joly, Jean-René

Kapitel: 4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME (3.3).

DOI: https://doi.org/10.5169/seals-42351

Nutzungsbedingungen
Die ETH-Bibliothek ist die Anbieterin der digitalisierten Zeitschriften auf E-Periodica. Sie besitzt keine
Urheberrechte an den Zeitschriften und ist nicht verantwortlich für deren Inhalte. Die Rechte liegen in
der Regel bei den Herausgebern beziehungsweise den externen Rechteinhabern. Das Veröffentlichen
von Bildern in Print- und Online-Publikationen sowie auf Social Media-Kanälen oder Webseiten ist nur
mit vorheriger Genehmigung der Rechteinhaber erlaubt. Mehr erfahren

Conditions d'utilisation
L'ETH Library est le fournisseur des revues numérisées. Elle ne détient aucun droit d'auteur sur les
revues et n'est pas responsable de leur contenu. En règle générale, les droits sont détenus par les
éditeurs ou les détenteurs de droits externes. La reproduction d'images dans des publications
imprimées ou en ligne ainsi que sur des canaux de médias sociaux ou des sites web n'est autorisée
qu'avec l'accord préalable des détenteurs des droits. En savoir plus

Terms of use
The ETH Library is the provider of the digitised journals. It does not own any copyrights to the journals
and is not responsible for their content. The rights usually lie with the publishers or the external rights
holders. Publishing images in print and online publications, as well as on social media channels or
websites, is only permitted with the prior consent of the rights holders. Find out more

Download PDF: 27.04.2026

ETH-Bibliothek Zürich, E-Periodica, https://www.e-periodica.ch

https://doi.org/10.5169/seals-42351
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=de
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=fr
https://www.e-periodica.ch/digbib/terms?lang=en


— 201 —

Ce théorème est tout à fait analogue au théorème (2.3), à ceci près

qu'il ne nous donne pas d'ordre de grandeur pour la quantité majorante.
Nous allons combler cette lacune en démontrant le résultat suivant:

Théoreme (3.3). Quels que soient l'entier positif m et l'anneau-d'entiers

algébriques A, on a l'inégalité

v(m;A) ^ 2m + 8m5.

Le théorème (3.3) généralise l'inégalité

v (m; A) g 2m_1 + (m— l)/3 + 1

obtenue par Stemmler (voir [11]) dans le cas où l'exposant m est premier ;

l'ordre de grandeur est seulement un peu moins bon: 2m au lieu de 2m_1

(ceci tient au fait qu'on est obligé, dans le cas général, d'envisager les

valeurs paires de m).

4. Démonstration du théorème (3.3).

Lemme (4.1). Soient A un anneau, m un entier positif, et B un anneau
quotient de A. On a alors l'inégalité

v (m; B) < v (m; A).

Lemme (4.2.) Soient A1, A2, Ar des anneaux en nombre fini, et soit B
leur produit. On a alors l'inégalité

w(m; B) < sup w(m; At).
i </<r

La démonstration de ces deux lemmes est immédiate; signalons seulement

que le lemme (4.2) devient faux si on y remplace w par v (comme on
le voit sur l'exemple suivant: r 2, m 2, et Ax A2 R).

Lemme (4.3.) Soient A un anneau, m et s deux entiers positifs et a un
idéal de A ayant la propriété suivante :

tout élément de a est de la forme

(4) ± ± à ± ± ams (au a2, ase A);

on a alors l'inégalité

v (m; A) <; + v (m; A/a).
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Il suffit pour le voir d'appliquer la définition de v(m; A).

Lemme (4.4). Soient A un anneau d'entiers algébriques, m et n deux
entiers positifs et p un idéal premier non nul de A. on a alors l'inégalité

w (m; A/pn) S 8ra5.

Prouvons ce lemme: p étant en fait un idéal maximal de A, on a un
isomorphisme canonique

A/y"— AplynAp

(voir [4], chap. II, § 3, n° 3, prop. 9); mais on a également un isomorphisme
canonique

AplynAp cz Ap

(voir [4], chap. III, § 2, n° 12, formules (21), et n° 13, prop. 19). A/pn est
A

donc isomorphe à un quotient de Ap, d'où, en appliquant le lemme (4.1),

A
w (m ; A/yn) ^ w (m ; Ap) ;

A
le lemme (4.4) résulte alors du théorème (2.3), et du fait que Ap est un
anneau ^3-adique.

*

Venons-en alors à la démonstration du théorème (3.3). Soient A un
anneau d'entiers algébriques et m un entier positif; l'identité bien connue
(voir par exemple [5], th. 402)

m— \

(5) m\aX (V)(-l )m-l-h((

s 2 X (V) 2.2ra_1 2m ;

montre que tout élément de l'idéal a mlA est de la forme (4) (voir lemme

(4.3)) avec
m— 1

: Ih o

le lemme (4.3) donne donc l'inégalité

v (m; A) ^ 2m + v (m; A/a).

D'autre part, dans A/a, qui est un anneau fini, — 1 est somme de puissances
miemes, d'où évidemment l'inégalité

v (m; A/a) ^ w (m; A/a).
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Il suffit donc en fait de prouver l'inégalité

(6) w(m; A/a) ^ 8m5;

or, dans A, qui est un anneau de Dedekind, l'idéal a se décompose en

facteurs premiers:

a Pi"iP2n2 P/V

(les P; premiers non nuls et deux à deux distincts, les ^>0), et le « théorème

chinois » (voir par exemple [4], chap. II, § 1, n° 2, prop. 5) donne un iso-

morphisme canonique

A/a ^ (A/vSî) x CA/y2 2) x x 04/p/V);

l'inégalité (6) résulte alors immédiatement des lemmes (4.2) et (4.4). Et le

théorème (3.3) se trouve démontré.

*

Deux remarques pour terminer:

a) Tout d'abord, si l'exposant m est impair, on peut, au lieu de (5), utiliser
l'identité

m l (a + (m-l)/2)(V)(-l
m — 1

qui n'en est d'ailleurs qu'une écriture différente; la démonstration ci-dessus

mène alors à la majoration plus précise

v(m;A) < 2m_ 1 + 8m5.

b) Si maintenant l'exposant m est premier impair, l'inégalité (6) peut être

remplacée par celle-ci:

(8) w (m; A/a) < 2m— 1 ;

il suffit pour le voir d'appliquer le résultat signalé dans les dernières lignes
du paragraphe2. Remplaçant dans la démonstration ci-dessus l'identité (5)

par l'identité (7) et la majoration (6) par la majoration (8), on obtient alors

l'inégalité
v(m;A) ^ 2m~1 +2m-l,

toujours pour un anneau d'entiers algébriques A, bien entendu.
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